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Sazetak

Isingov jednodimenzijski model je model ¢iji su sastavni elementi magnetski momenti spina +1/2. Spinovi
medudjeluju silama kratkog dosega ograni¢enog samo na prve susjede. Particijska funkcija ovog modela
ra¢una se pomoc¢u matrice transfera (odjeljak 4.1). 1z poznate particijske funkcije lako se ra¢una slobodna
energija, magnetizacija i ostale termodinamicke funkcije. Za magnetizaciju se pokazuje da je analiticka
funkcija temperature za sve T > 0, $to ukazuje da u ovom Isingovom modelu ne postoji fazni prijelaz za
T > 0.
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Ising’s one-dimensional model is a model whose constituent elements are magnetic moments of spin +1/2.
Spins interact with short-range forces limited only to the first neighbours. The partition function of this mo-
del is easy to calculate using transfer matrix (section 4.1). From the known partition function, free energy,
magnetization and other thermodynamic functions can be easily obtained. It shows that the magnetization
is analytical function of the temperature for all T > 0, which shows that in this Ising model, there is no
phase transition for T > 0.
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1 Uvod

Ernest Ising (slika 1.) roden je 10. svibnja 1900. godine, osnovnu skolu je zapoceo 1907., a gimnaziju zavrsio
1918. godine. Nakon kratkog odlaska na vojnu obuku, nastavio je Skolovanje na Sveucilistu u Gottingenu
gdje je studirao fiziku i matematiku. Uz preporuku i mentorstvo profesora W. Lenza, poceo je proucavati
feromagnetizam 1922. godine, a ve¢ 1925. je objavio i doktorski rad u kojem je egzaktno izrac¢unao particij-
sku funkciju za jednodimenzijski lanac spinova. Ising je prvi pokazao na primjeru 1D modela da se fazni

Slika 1: Ernst (Ernest) Ising (10. svibnja, 1900. - 11. svibnja, 1998.) [2]

prijelaz u feromagnetsko uredeno stanje ne dogada u jednoj dimenziji za T > 0. Objasnjenje za to je slje-
dece: pretpostavimo da ako jedan od magnetskih momenata u cijelom nizu momenata, promjeni svoj smjer
u neki nasumi¢ni zbog termalnog pobudenja, a posto nema raspoloZzive sile koja moZe zaustaviti susjedne
spinove da se okre¢u u istom smjeru, taj proces ¢e i¢i dalje i dalje (slika 2.), i potpuno uredeno stanje nece
ostati stabilno na kona¢noj temperaturi: stoga se pri kona¢noj temperaturi neée ni dogoditi fazni prijelaz. U
idealnom slucaju, bilo koje uredeno stanje uvijek ¢e ostati poput metastabilnog stanja na kona¢noj tempera-
turi i niSta vise. Molekularno gibanje se ukoci na temperaturi apsolutne nule pa se stoga moze ocekivati da
se pri apsolutnoj nuli ne mogu pojaviti fluktuacije spinova. Tada je stabilno uredeno stanje prirodni ishod
pri T = OK. Ali, ne moZe se reci da je to i kriti¢na temperatura u pravom smislu. Postojanje faznog prijelaza
pri ovoj temperaturi nema fizicko znacenje buducdi da se radi o apsolutnoj nuli.
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Slika 2: Nasumi¢no okretanje magnetskih momenata u 1D sustavu. [2]

Kako je Wilhelm Lenz bio Isingov mentor, ¢esto se Isingov model moZe na¢i i pod naslovom Lenz - Isingov
model. Lenz je predloZio da se dipolarni atomi u kristalima mogu slobodno okretati na kvantizirani na¢in
te je zagovarao kvantni pristup dipolskim orijentacijama, iako je Ising u klasi¢noj verziji razmatrao samo
dva stanja, tj. S = £1/2. Ising je o svojim rezultatima razgovarao s profesorom Lenzom i dr. Wolfgangom
Paulijem, koji je u to vrijeme predavao u Hamburgu. Isingove radove prvi je citirao Heisenberg koji je medu
prvima shvatio $to bi jos trebalo doraditi kada je u pitanju Lenz - Isingov model. Kako bi objasnio feromag-
netizam, razvio je vlastitu teoriju, koriste¢i sloZene interakcije spinova. Na popisu ima jos znanstvenika
¢iji doprinos Isingovu modelu ovdje treba navesti zbog njihove povijesne vaznosti; oni su uvelike obogatili
i pridonijeli ovom novom modelu. Na takvom popisu nalaze se znanstvenici poput Gorsky (1928), RH
Fowler (1930), Bragg i Williams (1934), R. Peierls (1936), ]G Krikwood (1938), Hens Bethe (1939), Kramers i
Wannier (1941) i Onsager (1942). Oni su jo$ viSe prosirili Isingov model na novu klasu problema i zapravo
pokazali vaznost njegova rada. [2]



2 Particijska funkcija i slobodna energija

Temelj statisticke fizike leZi na pretpostavci da entropija, veli¢ina koja predstavlja nedostatak informacija
o ansamblu Cestica, mora biti maksimizirana. Promotrimo veliki broj sustava N;, gdje Ns — co (termodi-
namicka granica). Svaki od tih sustava moZe biti u odredenom stanju 7, a n; broji koliko je sustava u tom
nekom stanju i od mogucih g stanja (slika 3.). Ako bi postojalo samo jedno stanje, onda bi imali sve moguce
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Slika 3: Razvrstavanje Ns sustava u g stanja. [1]

informacije i sve bismo znali o sustavu; ako postoji vise mogucih stanja, onda moramo mjeriti stupanj naseg
‘neznanja’ o sustavu, I. I je broj na¢ina na koji moZemo preraspodjeliti Ns sustava podijeljeno sa brojem
nacina na koji mozemo preraspodjeliti sustave jednakih stanja (permutacije s ponavljanjem):

N;!

I=——.
nylnyl..ng!

M

Cilj je na¢i brojeve n; takve da je maksimiziran [ ili bilo koja monotono rastuca funkcija od I. Umjesto I, iz
¢injenice da je lakse derivirati zbroj nego umnozak funkcije, zgodno je koristiti entropiju S koja je definirana
preko prirodnog logaritma kao:

S~ Nilnl. @)

s

U gornjem izrazu koristimo izraz za proporcionalnost, a ne jednakost, da bismo naglasili da postoji sloboda
u izboru konstante proporcionalnosti te da je najbitnije uvidjeti da je S rastuca funkcija od I. Izraz (2)
je zgodan jer za velike Ns i n;, moZemo iskoristiti Stirlingovu formulu kako bismo presli sa diskretnih
faktorijela na kontinuirane funkcije:

lim InN!'~ NInN — N. 3)

N—o00

Iskoristimo li sada izraze (1) i (3), entropiju moZemo napisati kao:

1 Ny! 1
S ~ ﬁsln (nllnz!...nq!> N <1nNsl — ZlnnZ >
1
~ N <NslnNs—Ns—Znilnni+Zni>. (4)
s i i

Iskoristimo li jos i p; = n;/ N, odnosno izraz koji nam govori kolika je vjerojatnost da se dani sustav nalazi
u stanju i i ¢injenicu da se sustav mora nalaziti u nekom od tih stanja, } ; p; = 1, izraz (4) moZemo krace
zapisati kao:
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Proporcionalnost nam daje izbor da odaberemo konstantu koju Zelimo, a za fizikalne sustave ta ¢e konstanta
biti kp = 1.3806 - 10723 JK~!, tj. Boltzmannova konstanta koja je stavljena u ovu definiciju zato jer entropija
mora imati dimenziju energije podijeljenu s temperaturom:

S=—kp ) piInp;. (6)
i

Ono sto se jos treba naglasiti promatrajuéi jednadzbu (4) je sljedece: ako postoji samo jedno moguce stanje,
n1, onda n; = N; i entropija S iS¢ezava. Za slucajeve sa viSe zaposjednutih stanja, 0 < p; < 1, Vi pa slijedi
da je entropija uvijek pozitivna. [1]

2.1 Lagrangeovi mnoZitelji

Pojam Lagrangeovih mnozitelja uvodimo iz razloga sto se maksimiziranje entropije najéesc¢e provodi uz
odreden broj ogranicenja. Npr. entropija u jednadZzbi (4) je viSedimenzijska funkcija vrijednosti p;. U
2D, njena vrijednost se moZe vizualizirati kao povrsina, a gradijent VS je vektor koji pokazuje u smjeru
najveceg nagiba vrijednosti entropije (slika 4.). Bilo koje ograni¢enje, C(p1, p2, ...) = 0, je isto tako funkcija
od p;. Maksimiziranje S u odnosu na C zna¢i traZenje vrijednosti p; gdje se gradijenti VS i VC poklapaju,
odnosno: VS = AVC ; gradijenti se mogu razlikovati za konstantu A, koju zovemo Lagrangeov mnoZitelj
[1]. MoZemo gornji izraz i drugacije napisati tako Sto éemo ogranicenje napisati analogno gradijentu:

P

constraint

P,

Slika 4: Lagrangeov mnoZitelj. [1]

d

—(S—-AC) =0.

37 )
Iz takvog izraza, Lagrangeov mnozitelj A moZze se shvatiti i kao dodatna dimenzija sustava. Dodajuci
tu dimenziju, problem se zapravo pretvara u maksimizacijski problem bez ograni¢enja. U praksi, jedno
osnovno ogranicenje je uvijek prisutno: ono da svaki sustav mora biti u jednom od dostupnih stanja, tj.
ukupna vjerojatnost nalaZenja sustava u nekom stanju mora biti jednaka 1:

ijzl:,zp]-q:o. 7)
] )

U tom slucaju, problem se svodi na deriviranje po stupnjevima slobode sustava sa ubacenim ograni¢enjem

(7):
2]

e

Ipi
Gornje jednadZzbe daju izraz
Inp;j=—-1-A=p =exp(—-1-A), 8

koji predstavlja jednoliku raspodjelu vjerojatnosti, tj. predstavlja ¢injenicu da su sva stanja jednako vjero-
jatna (ako nema jos nekakvih dodatnih ograni¢enja).



2.2 Sacduvane veliéine

U proslom potpoglavlju susreli smo jednu sa¢uvanu veli¢inu, ukupnu vjerojatnost, koja govori da svaki
sustav mora biti u jednom od dostupnih stanja. Medutim, u velikom broju fizikalnih problema, neke druge
veli¢ine mogu biti takoder sa¢uvane [1]. Promotrimo ukupnu energiju sustava, E, i dozvolimo svakom
mogucem stanju i da poprimi odredenu energiju €;; tada ogranic¢enje na ukupnu energiju izgleda kao:

]

To dodatno ogranicenje sada zahtijeva i jedan dodatni Lagrangeov mnoZitelj, B, pa kompletna jednadzba
koju trebamo rijesiti postaje:

]

e O

opi
Rjesavanje gornje jednadzbe daje vjerojatnosti:

pi = exp(—1— A — Be;) ~ exp(—pe;). (10

Stoga, vjerojatnost da neko stanje bude okupirano sada eksponencijalno ovisi o energiji tog stanja (Bolt-
zmannova raspodjela). Medutim, novi se mnoZitelj B mora podesiti tako da osigura da ukupna energija
sustava bude upravo jednaka E. 8 ¢esto zovemo inverzna temperatura jer se definira kao § = 1/kgT. Ako
sada kazemo da je i ukupan broj Cestica takoder satuvan i prate¢i dosadasnji tok razmisljanja, uvodimo jo$
jedan Lagrangeov mnoZitelj, «, pa i vjerojatnosti iz izraza (10) dobivaju jo$ jedan dodatni ¢lan:

pi = exp(—1— A — Be; — aN;) ~ exp(—Be; — aNj), (11)

gdje su N; brojevi Cestica u razli¢itim stanjima i. Za prakticne sluc¢ajeve, a se Cesto izraZava kao a0 =
—u/kpT, gdje je u kemijski potencijal, a T temperatura.

2.3 Statisti¢ki ansambl

Ovisno o tome koje fizikalne veli¢ine smijemo varirati, statisticka mehanika razlikuje viSe vrsta statistickih
ansambla [1]. Mikrokanonski ansambl podrazumijeva da su i energija sustava i broj Cestica fiksirani. Pod
fiksirani, mislimo na to da sustav ima specifi¢nu vrijednost energije i broja Cestica, bez ikakvih fluktuacija.
Ovakav ansambl podrazumijeva da svako stanje i ima istu energiju i vjerojatnost. Kada gledamo prakti¢no,
mikrokanonski ansambl nije veoma realisti¢an zato jer bi skoro svaki eksperimentalni sustav dozvolio ne-
kakvu nesigurnost vezanu uz fluktuacije u energiji. Stoga se teZiSte prebacuje na kanonski ansambl; on do-
zvoljava da stanja i imaju razli¢ite vrijednosti energije, ali zahtjeva da ukupna energija bude jednaka nekoj
prosjecnoj (o¢ekivanoj) vrijednosti energije, E. Mikrostanja su, u ovakvom ansamblu, okupirana statisticki,
maksimiziranjem entropije uz ogranic¢enje na ukupnu energiju, kao $to smo u prethodnim potpoglavljima
raspravljali. Postoji jo$ jedna opcija, a to je velekanonski ansambl, koji ne zahtjeva fiksan broj ¢estica u
svakom stanju, ali uzima u obzir ukupan broj ¢estica, N, koji se uzima kao dodatno ogranicenje.

2.4 Particijska funkcija

Sa vjerojatnostima proporcionalnima exp(—pe; —aN;) i ogranitenjem (7), normalizacijska konstanta Z
moZe se definirati na sljedec¢i naéin [1]:

7= Zexp(—,[%ei —aNj), (12)

pa su i vjerojatnosti p; jednake
1
pi = - exp(—pe; — aNj). (13)

Ucestaliji naziv za normalizacijsku konstantu Z jest particijska funkcija i ona je jedna od temeljnih funkcija
u statistickoj fizici jer povezuje mikroskopski svijet sa makroskopskim opservablama koje moZemo eks-
perimentalno mjeriti. Npr. izra¢unamo li particijsku funkciju za neki dani problem, moZemo izracunati i
prosje¢nu energiju pomocu same definicije za prosje¢nu vrijednost neke veli¢ine:

_ Yieiexp(—Be;i—aN;))  19Z 0 oF

)
9L _ 9 _ 2 9 _r_T9%
(E) ~ =23 =3 InZ = kg1 aTan—F IaT (14)




ili ukupan broj Cestica:

_ LiNiexp(=fei—aNy) 102 9, 09, - (15)

Z Zox  Ow ou

(N)

U prethodne dvije jednadzbe valja primjetiti da su a i B fiksirani tokom deriviranja. Za ocekivati je da
je particijska funkcija povezana i sa entropijom; ubacimo li u izraz (6) izraz (13) koji smo logaritmirali,
dobivamo:

S=—kg) pilnp; =kp)_ pi(InZ+ Be; + aN;)
i i
=kgInZ) pi+kpBY_piei +kpa)_ piN;
i i i

=kgInZ+ (E)/T — u(N)/T. (16)

2.5 Termodinamicki potencijali

Logaritmi particijskih funkcija ¢esto se zovu termodinamicki potencijali ili slobodne energije [1]. Kada je
dozvoljena promjena i broja Cestica i energije, pripadni potencijal zove se velekanonski (eng. grand canonical)
potencijal i on se dobije tako $to izraz (16) pomnoZimo s obje strane sa T:

QGC = kBTll"lZGC =TS — <E> + ]/1<N> (17)

U kanonskom ansamblu, gdje samo gledamo stanja sa istim brojem ¢estica, ¢lan y#(N) izostaje, a pripadni
potencijal zove se Helmholtzova slobodna energija,

F=—kgTInZc = (E) — TS. (18)

U mikrokanonskom ansamblu, potencijal je jednostavno entropija, S. Jednom kada znamo particijsku funk-
ciju, opservable moZemo rac¢unati uzimajudi prigodne derivacije, npr. toplinski kapacitet moZemo dobiti iz
sljedeceg izraza:

c :(a<E>> _XE)dp 1 E) 1 &InZ (19)
T\ oT , 0B dT kpT? 0B kpT? oB2 '

gdje je v neka veli¢ina koju drZzimo konstantnom. Jednom kada znamo slobodnu energiju napisanu u izrazu
(18), mozemo taj izraz napisati u diferencijalnom obliku i dobiti veli¢ine kao $to su npr. entropija ili tlak:

dF = d(E) — TdS — SdT
dF = TdS — pdV — TdS — SAT
dF = —pdV — SdT

oF oF
=-(r)y (@), =

U izrazima vezanim za magnetizaciju, smatra se da energija ima dodatni ¢lan —MH uz one unutarnje
stupnjeve slobode, gdje je M magnetizacija, a H je vanjsko magnetsko polje i na njega se gleda kao na
generaliziranu silu, dok magnetizacija M djeluje kao generalizirani pomak. Taj ¢lan u energiji moZemo us-
porediti sa uobicajenim ¢lanom —pV, gdje je tlak p generalizirana sila, a volumen V generalizirani pomak.
Magnetizaciju, dakle, moZemo dobiti zamjenimo li u gornjim izrazima —pdV sa —MdH:

dF = —MdH — SdT

oF oF

—— (=), =_ (= 21

=), 5=, @

Izotermalna susceptibilnost definira se kao derivacija magnetizacije po vanjskom magnetskom polju uz
konstantnu temperaturu:

IM 9°F
= - = — <A . 22
w=(5), =~ Gm), =



3 Fazni prijelazi

Fazni prijelazi su singulariteti u slobodnoj energiji ili u nekoj od njenih derivacija [1], na primjer: prijelaz
iz tekuéine u plin, prijelaz iz vodi¢a u supravodi¢, prijelaz iz paramagneta u feromagnet i sl. Fazni prijelaz
se moZe mjeriti u terminima parametra reda, koji se mijenja kako se mijenja faza. U magnetskim susta-
vima, takav parametar je magnetizacija M(T). U poglavlju (4) analizirat ¢emo Isingov model kao jedan od
mogucih opisa magnetizma. Isingov hamiltonijan ovdje éemo samo zapisati kao:

HZ—]Zsis]-—thi, (23)
(if) i

gdje je s; spin na mjestu i u reSetci i moze poprimiti vrijednosti £1, oznaka (ij) kaZe da suma ide po svim
parovima susjeda na mjestima i i j, veli¢ina / predstavlja vanjsko magnetsko polje koje interagira sa spinom
s;, a | je parametar vezanja izmedu susjednih mjesta u reSetci. Za feromagnet, | > 0, tj. energija je mini-
malna kad su svi spinovi okrenuti u istom smjeru. Pogledamo pobliZe par grani¢nih slu¢ajeva temperature
(slika 5.): za vrlo visoke temperature, spinovi su nasumi¢no orijentirani te ne postoji ukupna magnetiza-
cija. Smanjivanjem temperature, duljina korelacija se povecava sve do neke kriti¢ne temperature, T = T,
gdje korelacijska duljina "divergira", tj. postoje "slojevi" koreliranih spinova svih veli¢ina, no i dalje nema
ukupne magnetizacije. Smanjimo li temperaturu ispod kriticne, T < T, magnetizacija razli¢ita od nule
se pojavljuje spontano, tj. dolazi do slamanja simetrije koja je bila odredena brojem pozitivno i negativno
orijentiranih spinova te sada dolazi do toga da postoji dominantni smjer. Na T = 0, svi spinovi su okrenuti
u istom smjeru $to je, za feromagnete, zapravo osnovno stanje.

TTTTTTTﬁTTTT?TT T = 0 (osnovno stanje)
MAAHA A T o

AR A ToTei-o
P AL oo

Slika 5: Spinsko uredenje. [1]

3.1 Fazni prijelazi prvog i drugog reda

Fazni prijelaz prvog reda neke fizikalne veli¢ine prisutan je kada derivacija termodinami¢kog potencijala
ima konacan diskontinuitet. U slucaju naseg promatranog magnetskog sustava, slobodna energija je pri-
godni termodinamicki potencijal. Za T < T, postoji cijela linija prijelaza prvog reda pri H = 0 gdje
slobodna energija pokazuje skok, sto ukazuje da magnetizacija nije kontinuirana. Za T > T, slobodna
energija je glatka funkcija od H i magnetizacija se mijenja kontinuirano. Kada je T = T,, magnetizacija se
kontinuirnao mijenja, stoga prijelaz nije prvoga reda. Medutim, nagib u H = 0 je beskonacan, $to signali-
zira divergenciju u derivaciji 9M /9dH |t odnosno izotermalna susceptibilnost je beskonatna u T = T,. Stoga
je prijelaz u ovome slucaju drugog reda tj. kontinuirani fazni prijelaz. Grafi¢ki prikaz ovisnosti slobodne
energije, magnetizacije i izotermalne susceptibilnosti o vanjskom magnetskom polju H, mozZe se vidjeti na
slici 6.

M T<T

T=T,

Slika 6: Ponasanje F, M i x u blizini kriti¢ne toc¢ke T, ovisno o H. [1]
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Moze se jos dodatno nacrtati graf magnetizacije i susceptibilnosti u ovisnosti o temperaturi, sto je prikazano
na slici 7.

Slika 7: Ponasanje H, M i x7 u blizini kriti¢ne to¢ke T, ovisno o T. [1]

3.2 Korelacijska duljina

Znamo da su fazni prijelazi povezani sa makroskopskim svojstvima sustava, no ono na Sto treba obratiti
pozornost jest to da je ve¢ina makroskopskih svojstava usko povezana sa mikroskopskim konfiguracijama
promatranog sustava. Spin-spin korelacijska funkcija je jedna od takvih vrlo vaznih veli¢ina koja opisuje
mikroskopsko stanje, a definirana je kao:

L(7,7j) = ((si = (s:)) (s — (s))), (24)

gdje je s; vrijednost spina na poloZaju 7; u reSetci, a (...) oznatava prosjek ansambla. Za translacijski invari-
jantne sustave, (s;) = (s;) = (s) pa korelacijska funkcija ovisi samo o vektoru udaljenosti izmedu dva spina.
Izraz (24) se, u tom slucaju, pojednostavljuje:

(7 — ;) = Tjj = (sisj) — (s)*.

Daleko od kriti¢ne temperature T, spinovi imaju tendenciju biti nekorelirani pa korelacijska funkcija ima
oblik:
[(7) ~r Te /¢ (25)

gdje je T broj povezan sa kriticnim eksponentom 7, a ¢ je korelacijska duljina. Dakle, daleko od kriti¢ne tem-
perature, korelacijska duljina ¢ je kona¢na i korelacija izmedu spinova opada eksponencijalno. Medutim,
kako se priblizavamo T, korelacijska duljina ¢ divergira, tj. { — oo, pa exp(—r/§) — 1 = const. Do-
ista, eksperimenti kao i neki egzaktno rjeSivi modeli pokazuju da kako se temperatura priblizava kriti¢noj,
T — T, vrijednost korelacijske funkcije sa udaljenosti pada kao:

1
rd—2+n"

[({7) ~ (26)

U tom izrazu, i ovisi o raznim svojstvima sustava i primjer je onoga sto se zove kriti¢ni eksponent, a d je
dimenzija sustava. MoZemo povezati spin-spin korelacijsku funkciju sa magnetskom susceptibilno$¢u ako

se prisjetimo izraza (22) i opéenitih definicija za srednju vrijednost neke veli¢ine, u ovom slucaju, magneti-
zacije:

AT \omz ) T e N T T g T\ &

9 (ﬁZz Migﬁ(efHMf)> L TZ’BZ Y M%e*ﬁ(Gi*HMi) — (BY; MjePlei=HM;))2
= kB

=ksTog Z 72

2
= BEET 2 ,—B(e;i—HM;) _ Y M;e—Plei—HM;)

~ ksT [Z(S" —{si) (s~ <Sj>)1 = 51 Ll (27)
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gdje je u predzadnjem koraku ukupna magnetizacija M napisana kao suma preko svih spinova M =} ;s;.
Za translacijski invarijantnu reSetku, }_;; I'tj = N }_; I'gj, $to moZemo aproksimirati integralom blizu kriti¢ne
vrijednosti, napisanom u poopéenom sfernom koordinatnom sustavu, gdje struktura resetke vise nije bitna:

N'Y Ty ~ N/ dr T(r) ~ N/ P -1 drT(r) / dQy 1 ~ N/ drT(r) =1 ~ xr. (28)
j

Stoga, da bi korelacije ostale prisutne, mora vrijediti da je # < 2. Sve u svemu, divergentna susceptibilnost
(makroskopska veli¢ina) implicira takoder divergenciju u fluktuaciji magnetizacije (mikroskopska veli¢ina).

[1]
3.3 Kiriti¢ni eksponenti
Da bismo izmjerili odstupanje od kriti¢ne temperature, zgodno je uvesti sljede¢u bezdimenzionalnu veli-

¢inu:
_T-T.

t= 2
. (29)
preko koje se onda generalno kriti¢ni eksponent definira kao limes:
A = lim )] (30)

=0 Injt]

ili ekvivalentno F(t) ~ |t|’\ . Kriti¢ni eksponenti koji se naj¢esce koriste su sljedeci [1]:

Cy ~ |t " toplinski kapacitet uz H = 0
M~ (—t)P magnetizacijauz H=10
xr~ |t izotermalna susceptibilnost uz H=0

H~ M’ gn(M) kriti¢na izoterma (t=0)

g~ korelacijska duljina

korelacijska funkcija na T¢

Kriti¢ni eksponenti uglavnom su dosta univerzalni, $to znaci da ovise samo o nekoliko osnovnih parame-
tara kao Sto su dimenzionalnost prostora i simetrija parametra reda. U tablici 1. nalazi se popis nekih
modela skupa sa njihovim kritiénim eksponentima. Valja uociti da se kriti¢ni eksponenti, za klasu gdje
se koristi model srednjeg polja, mogu promatrati kao da odgovaraju ¢etverodimenzionalnom prostoru, tj.
kada su eksponenti za niZe dimenzije poznati, eksponenti za srednje polje su u nekom smislu ekstrapolacija
na sljede¢u dimenziju. U stvari, u 4D su kriti¢ni eksponenti srednjeg polja egzaktni pa se d = 4 ponekad na-
ziva i gornja kriticna dimenzija. Pristup preko srednjeg polja ne uzima u obzir dimenzionalnost problema,
ve¢ samo koordinacijski broj resetke tj. broj najbliZih susjeda. Pretpostavka srednjeg polja podrazumijeva
da su susjedni spinovi nekorelirani; ta pretpostavka postaje sve viSe opravdana kako se broj susjeda po-
vecava sa dimenzionalnos¢u problema. Stoga izgleda intuitivno da se vec¢ina kriti¢nih eksponenata u 3D
Isingovom modelu (numericko rjeSenje) slaZe bolje sa eksponentima srednjeg polja nego sa onima u 2D
Isingovom modelu.

Klasa univerzalnosti simetrija o B 0% 6 v N
2D Ising dvokomponentni skalar 0 1/8 | 7/4 | 15 1 1/4
3D Ising dvokomponentni skalar | 0.10 | 0.33 | 1.24 | 48 | 0.63 | 0.04
3D XY dvodimenzionalni vektor | 0.01 | 0.34 | 1.3 | 4.8 | 0.66 | 0.04
3D Heisenberg trodimenzionalni vektor | -0.12 | 0.36 | 1.39 | 4.8 | 0.71 | 0.04
MF 0 1/2 1 3 11/2 0
2D Potts,q=3 g-komponentni skalar 1/3 | 1/9 | 13/9 | 14 | 5/6 | 4/15

Tablica 1: Kriti¢ni eksponenti za razli¢ite modele.
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4 Definicija Isingovog modela

Isingov model predstavlja jedan od primjera modela kristalne resetke, gdje je jedna varijabla smjeStena na
svakom mjestu u reSetci. Stanje varijabli odredeno je hamiltonijanom. Takvi modeli vrlo su uspje$ni kada
je u pitanju opis kriti¢nih pojava, (kvantni) magnetizam i modeli visokotemperaturnih supravodica kao i
kod opisa faznih dijagrama i ne-ravnoteznih sustava. Zbog njegove jednostavnosti, Isingov model je jedan
od najvise prou¢avanih modela vezanih uz kristalnu resetku u fizici.

Isingov model obuhvaca resetku sa N mjesta oznacenih sa i gdje se na svakom tom mjestu nalazi spin s; koji
moZe poprimiti vrijednosti 1. Hamiltonijan Isingovog modela smo ve¢ napisali (23), no radi potpunosti,
napisati ¢emo ga ponovo, imajuéi na umu da smo ve¢ definirali $to znaci koja veli¢ina u hamiltonijanu:

HE—]Zsis]-—thi. (31)
(ij) i

Treba naglasiti da predznak konstante vezanja | igra vrlo vaznu ulogu u odredivanju reda sustava. Za
J > 0, energija je minimizirana ako su svi spinovi okrenuti u istom smjeru, tj. susjedni spinovi s; i s; imaju
isti predznak. Takvo medudjelovanje se naziva feromagnetsko medudjelovanje i pri niskim temperatu-
rama, takvo magnetsko uredenje je i za ocekivati. Ako | < 0, susjedni spinovi su okrenuti u suprotnim
smjerovima kako bi minimizirali energiju. Ovisno o geometriji reSetke, na niskim temperaturama, moZze
se stvoriti uzorak Sahovnice, a pojava koja opisuje takvo ponasanje se onda naziva antiferomagnetizam.
Kada resetka nije dvostrana, tj. u slu¢ajevima kada dva mjesta u reSetci mogu imati zajedni¢kog najblizeg
susjeda, antiferomagnetsko vezanje (J < 0) moZe prouzrokovati efekt nereda, poznat kao frustracija. Takav
efekt se moze najlakse objasniti primjerom trokuta u kojem je u svakom od vrhova po jedan spin (slika 8.).
Za | > 0, svispinovi su okrenuti u istom smjeru i E = —3] za osnovno stanje. Postojat ¢e dvije konfiguracije
osnovnog stanja; svi spinovi okrenuti "prema gore’ i svi spinovi okrenuti ‘prema dolje’. Za | < 0, situacija
je malo kompliciranija. Od tri mogucée veze u trokutu, uvijek ée jedna imati zada¢u da spinove okrene u
istom smjeru, tj. da poveca energiju te veze do +J, $to onda daje za energiju osnovnoj stanja E = —]J. Lako
je za provjeriti da je osnovno stanje takvih sustava daleko od jedinstvenog te da broj stanja raste poveca-
njem veli¢ine promatranog sustava. Drugim rije¢ima, entropija osnovnog stanja po mjestu u resetci (F/N)
je kona¢na za antiferomagnetsku trokutastu reSetku, a jednaka je nuli za feromagnetski slucaj; to je primjer
entropije osnovnog stanja. Na visokim temperaturama, spinovi termalno fluktuiraju i bilo kakav red u sus-
tavu je unisten. Takoder, makroskopski magnetski moment ¢e nestati. Takva faza se naziva paramagnetska
faza. [1]

feromagnet antiferomagnet
Slika 8: VaZnost predznaka konstante vezanja J. [1]

4.1 1D Isingov model - egzaktni izvod pomoéu matrice transfera

Ising je, kao $to smo ve¢ spomenuli, uspjesno rijesio model u 1D i uvidio da 1D verzija modela ne poka-
zuje nikakav fazni prijelaz (osim, striktno govore¢i, u T = 0). U jednoj dimenziji, Isingov model moZe se
egzaktno rijesiti metodom matrice transfera uz ogranic¢enje na medudjelovanja prvih susjeda. Radi jednos-
tavnosti, promotrimo periodi¢nu 1D reSetku sa N mjesta [1] (kao na slici 9.).
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Slika 9: 1D Isingov model; periodi¢ni rubni uvjeti So = Sn. [1]

Odgovaraju¢i hamiltonijan je:
N-1 N-1
HN=—] ) sisii—h ) s (32)
i=0 i=0

gdje su periodi¢ni rubni uvjeti ukljuceni sa sy = sg. Particijska funkcija za N mjesta u reSetci se moZe
napisati kao:

N = Zexp(—ﬁHN) = Zexp [‘B](Sosl + 5182 4+ ... +sN_150) + ﬁh(So +51+ ..+ SN_1)] , (33)
{s}

gdje oznaka {s} znaci da se zbraja po svim konfiguracijama razli¢itih s;, | je, kao i prije, konstanta vezanja
prvih susjeda, a / je vanjsko magnetsko polje. Ideja je prvo odvojiti dijelove sa i bez polja pa potom napisati
particijsku funkciju pomocu parova koji se sastoje od susjedih spinova:

Zy =) exp (,8]5051 + BJs182 + .. + @so + ﬁ—hso + ﬁ—hsl + ﬁ—hsl + )

= 2 2 2 2
So+s 51+s SN—1tSs
= Loxp(isoss + n0 5 ) - expBrsisa + pn ) cexpplsaso + VL)
{s}
Definiramo li sada funkciju V (s;,s;11) kao [4]:
_ ph
V(si;siy1) = exp( Blsisiva + 5 (si+sip1) ) (35)

particijsku funkciju (34) moZemo jednostavnije zapisati:

Zn=Y.) ), V(so,s1)V(s1,52) - -V(sn-1,50) (36)

S0 51 SN—-1

gdje svaka sumacija ide po svim moguéim stanjima spina. Promotrimo sada 2x2 matricu V gdje su sve
moguce spinske konfiguracije od V (s;,s;11) prikazane kao elementi te matrice:

(V(H,4) V(=) (ePUH e=BU)
V_(V(—Hr) V(—,—))_<eﬁ<l> eﬁ(lh)>' 37)

Da bismo razumjeli poantu metode matrice transfera, klju¢no je sada dobro razumjeti $to je zapravo trag

neke matrice i povezati ga sa particijskom funkcijom iz izraza (36). Ako imamo neku matricu A, trag je
suma njenih dijagonalnih elemenata:
TI'(A) = ZAi,i'
i

Trag od matrice A? je:

i

Tr(A2> =) (A% = ZAi,jAj,i'
ij
od matrice A3
Tr<A3) =) AijAjAr
ijk
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itd.. Sada vidimo da je to upravo ono Sto se dogada u naSem izrazu za particijsku funkciju, ako svaki
V (s, sj) interpretiramo kao matri¢ne elemente od V:

Zn = Tr(VN). (38)

Dakle, to je upravo i ideja matrice transfera: matrica V prenosi rjeSenje od jednog mjesta do drugog, a
particijska funkcija je samo trag produkta tih V-ova. Posto je V realna i simetri¢na matrica, ona se moze
dijagonalizirati [3]:

V = pDpP! (39)

gdje je D dijagonalna matrica sa svojstvenim vrijednostima A1 i A; na dijagonali

(A0
b= (0 /\2>'
a P je matrica koja sadrzava svojstvene vektore od V: P = (7, %). Imajuéi na umu izraz (39), VN postaje:

vN = ppp~lppp~!..PpDP~! = PDNPI,

a Zy iz izraza (38):

Zy = Tr(vN) = Tr(PDNP—l) = Tr(DN) AN AV = AN

A\
1+ (/\1) 1 (40)
a na$ problem sada postaje traZenje tih svojstvenih vrijednosti, odnosno rjeSavanje jednadzbe det(V - A1)
p p posta J J ] I ]€]
=0, Sto daje
(PUH) _ 1) (ePU=1) — Ny — =28l =0

odnosno
Mp = % _e‘BI(e.Bh + e*ﬁh) + \/ezﬁ(Hh) 1 e2BU—h) 1 02B] — 4028] + 46,2/5,}
Mp = % ePl2 cosh (Bh) + \/eZﬁI(eﬁh e P2 — 4(e26] — e—zﬁ])]
Mp = % eP12 cosh (Bh) + \/eZﬁI4cosh2(’3h) — 4(e2] — 62/3])} '

Iskoristimo li jo3 jednu od trigonometrijskih relacija vezanih uz hiperbolne funkcije, to¢nije: cosh?(x) —1 =
sinh?(x), kona¢no dobivamo:

Ao = ePl cosh (Bh) & 1/ €2P] sinh?(Bh) 4 e—2F]. (41)

Mozemo jo$ dodatno izracunati i svojstvene vektore matrice transfera [5]: recimo da su |v1) i |v2) dva
ortogonalna svojstvena vektora promatrane matrice. Ako je to istina onda vrijedi (v1|v2) = 01 (v1]|v1) =
(v2]v2) = 1. Neka

aq . o .
1) = <“+> i) = (—06+) tako da vrijedi a2 + a® = 1.

Iz svojstvene jednadzbe V |v1) = Aq |v1) slijedi:
(Vll -M Vi ) <“+> —0.
V12 sz - /\1 o

(Vi1 = M)ag + Vipa =0
Vipay + (Va2 —Ar)a— =0
iz obje jednadzbe izrazimo w4 /«_i pomnozimo ih:

Kao rjeSenje dobije se:

oy Vi oay —(Vm— )
oo Vii—A e Via

0r Vp— A

2 V=AM
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a posto vrijedi a3 + a2 = 1 dobivamo:

(s ePl sinh (Bh)
2 /) sinh?(Bh) + e~261

ay = (42)
4.2 Slobodna energija i magnetizacija

U termodinami¢koj granici, N — oo, slobodnu energiju po jednom mjestu u resetci f = F/N nije teSko za
izratunati; pretpostavljaju¢i da su svojstvene vrijednosti poredane opadajuce’, §j. A; > A, dobivamo za f

[1]:

1
—kgT 1li —Z
B N—lgi-looN N

~
I

: 1 N N

—kgT lim l1n AN 1+ A )
B N—+oco N 1 M '

N
U termodinamickoj granici, omjer A2 — 0 pa slobodna energija po jednom mjestu u resetci izgleda kao:
] & ] o) P gya poj ] 28

f = *kBTll’l/\l

= —kTIn {eﬁj cosh (Bh) + \/ e2P] sinh?(Bh) + eZﬁ]} (43)
gdje smo uvrstili '+’ dio iz izraza (41). U limesu niskih temperatura, § — oo,
f— —kgTIn [eﬂ] [(cosh (Bh) + sinh (‘Bh)ﬂ =—]—H,
§to je upravo osnovno energijsko stanje jednog spina, a u limesu visokih temperatura, g8 — 0,
f— —kpTIn2.
Iz poglavlja o termodinamickim potencijalima, sjetimo li se izraza za magnetizaciju (21) i uvrstimo li u njega

izraz (43) dobivamo da je magnetizacija analiticka funkcija za bilo koji realni /& i za sve T > 0 $to znaci da
nema faznih prijelaza za pozitivne temperature, kao $to smo i o¢ekivali:

M=- (gDT = kT <ln [eﬁ T cosh (Bh) + /2 sinb? (Bh) ”zﬁjb

_ efl sinh (Bh) (44)

/21 sinh?(Bh) + e~261

Na slici 10. graficki je prikazan rezultat (44) odnosno prikazano je kako se magnetizacija M mijenja sa
promjenom vanjskog magnetskog polja i. Ono sto valja na slici uociti su dvije stvari: akojeh =0i M =0
za bilo koju kona¢nu temperaturu T, onda to znaci da nema spontane magnetizacije kao ni faznog prijelaza
na bilo kojoj temperaturi. Ako je T = 0, a h vrlo malen, onda M = +1. S druge strane, ako T — o tj.
B] — 0, onda je M = tanh (ph) i to odgovara paramagnetskoj fazi. Dakle, postoji fazni prijelaz samo na
temperaturi T = 0 u slu¢aju 1D Isingovog modela. [5]

ICinjenica da su vrijednosti poredane opadajuée proizlazi iz izraza (40) zato jer ée u termodinamitkoj granici, izraz u zagradi teZiti
nulijer A2/ < 1paslijedida Zy = AN = AN, .. Ovaj zakljutak vrijedi za sve probleme koji se rje§avaju metodom matrice transfera
: particijska funkcija je najveca svojstvena vrijednost te matrice, na N-tu potenciju. [4]
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Slika 10: Graf magnetizacije m u ovisnosti o0 magnetskom polju & za razli¢ite vrijednosti temperature T
(lijevo) [5] i za razli¢ite vrijednosti umnoska BJ (desno) [4].

.....

[5]: iz izraza (22) dobivamo:

r = < E)M) B BeP! cosh (Bh) _ Befl sinh?(Bh) cosh (Bh) (45)
gdje za h = 0 proizlazi:
1 2L
— BBl — = kT
Xt = e kBTe Bl (46)

Specificni toplinski kapacitet moZe se dobiti uvrstimo li izraz za prosje¢nu energiju napisan preko slobodne
energije (14) u opceniti izraz za toplinski kapacitet (19):

(B 9 OF\  _&F
o= (1), =ar (o), = Tom

Sada moZemo obje strane gornjeg izraza podijeliti sa brojem estica N i uvrstiti f = —kgTIn Aq:
82 dln )\1 282 In /\1
CM—TW (kgTInAy) = 2kgT 3T + kgT 5T

PostojelnA; =1n [eﬁ] cosh (Bh) + \/ el sinh?(Bh) + e~ 26 ] onda

dln Ay ‘ ]
oT lp—o  kpT?
0%1In Ay 2]

T2 ‘h:o = g3 PR (BN +

tanh (B])

]2

i (),

za specifi¢ni toplinski kapacitet pri h = 0 dobivamo izraz

]2
kpT2

cm(l = 0) = == sech’(B]), (47)

koji je glatka funkcija temperature T. Kako T — 0, cpy — 0 kao 8to i treba biti zbog treceg zakona termo-
dinamike. Dakle, ne postoji nikakva kriti¢na tocka na kona¢noj temperaturi koja odgovara singularnom
ponasanju specifi¢nog toplinskog kapaciteta cp;.

4.3 Korelacijska funkcija

Da bismo izra¢unali korelacijsku funkciju, u principu bismo trebali koristiti matricu transfera, za h = 0i za
h # 0. Medutim, za h = 0, tj. kad nije prisutno vanjsko magnetsko polje, postoji laksi nac¢in da se izra¢una
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korelacija izmedu dva spina koja su odvojena sa R mjesta u lancu. Uz periodi¢ne rubne uvjete, hamiltonijan
i kanonska particijska funkcija dani su sa:

N
H = —] Z SkSk+1
k=1

N
7 = Zneﬁ]5k5k+1 = (Z eﬁfskSkH) =2zN, (48)
{s} &

Sk
a korelacijska funkcija za par spinova s i sy g odvojenih za R dana je sa:

T(R) = (skSk+R) — (8k) (Sk4R)- (49)

Posto se ovaj ra¢un provodi za sve kona¢ne temperature T > 0, a kriti¢na tocka Isingovog modela je u
T = 0, u slu¢aju kada nema vanjskog magnetskog polja, nece biti ni magnetizacije tj. (sx) = (sx1r) = 0 pa
korelacijska funkcija (49) poprima sljedeci oblik:

I(R) = (skSk+R)-
Budu¢i da za spinove vrijedi s7 = 1, korelacijska se funkcija moZze napisati kao:

T(R) = (SkSk+15k+15k+2 * * * Sk R—25k+R—15k+R—15k+R)- (50)
Iskoristimo li opéenitu definiciju za prosje¢nu vrijednost neke veli¢ine dobivamo:

1
[(R) = 7 Y (SkSk-+1SK+15K+2 * * * Skt R—25k+R—1Sk+R—15K+R
{s}

1

) e PH

eBJs152 pBIs2s3 . . . pBlsns1

7N ) (SkSk1Sk+15k+2 * * * Sk R—25k+R—15k+ R—1Sk+R)
1 {s1}{s2} {sn}

Valja uoditi da se u gornjim izrazima, nasumicne varijable s1, s, .., Sy, pojavljuju na na¢in da se njihova
zajednicka vjerojatnost

1
P(s1,52,..,5N) = Eeﬁ](5152+5253+")

mozZe napisati kao umnozak vjerojatnosti za svaku pojedinu nasumi¢nu varijablu
P(s1,52,..,5N) = P(s1)P(s2) - - - P(sn)
pri cemu je
P(sj) — Zieﬁfsjsjﬂ
1
tj. s; su statisticki nezavisne varijable i zato se korelacijska funkcija iz izraza (50) moZe napisati kao:
T(R) = (skSk+1) (Sk+15k+2) * - * (Sk+R-15k+R)- (51)

Da bismo izra¢unali korelaciju (ssx1) izmedu dva najbliza susjeda, raspisimo particijsku funkciju Z; koju
mozZemo iS¢itati iz izraza (48):

Zl = 2 eﬁ]SkSk+1 — eﬁ]sk+1 + ef.BISkJrl = 2 cosh (ﬁ])
Sk:il

za syy1 = 1. Kona¢no, za korelaciju dobivamo:

Y} SkSk41 €551 1 91n 7,
SkS = = - = tanh ,
(SkSk+1) 2 B 9] (B])

pa je ukupna korelacijska funkcija neovisna o indeksu k i prikazana je na slici 11.

I'(R) = tanh®(B]). (52)
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Slika 11: Korelacijska funkcija u ovisnosti o razmaku r uz ] = 1. [4]

Za T > 0, korelacijska funkcija Isingovog modela je oblika
['(R) =e R/ (53)
Izjednacimo li gornje dvije jednadzbe, dobivamo:

tanh®(B]) = e R/¢
Rln[tanh (B])] = —R/¢
1

¢~ =InJcoth (B])].
S druge strane,

A

‘ gﬁ] —+ g_ﬁ]
Az lh=0

- Pl _ o—B] = coth (:8])

pa za korelacijsku duljinu dobivamo

&1 =1InJcoth (8])] = In (j\‘;) (54)

§to je i prikazano na slici 12. U limesu niskih temperatura T — 0 (8] — o0): coth (B]) — 1pa ¢! — 0
odnosno ¢ — oo. Dakle, kada temperatura tezi kriti¢noj temperaturi T, = 0, korelacijska duljina divergira
tj. uspostavlja se dugodosezno uredenje. U limesu visokih temperatura T — oo (8] — 0): coth (B]) — oo
pa & ! — oo odnosno ¢ — 01 vidimo da na visokim temperaturama nema dugodose?nog uredenja. [5]

e L)

[==]

Slika 12: Korelacijska duljina kao funkcija T/]. [4]
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5 Zakljucak

Fazni prijelaz je definiran kao singularitet u Helmholtzovoj slobodnoj energiji ili u nekoj od njenih deriva-
cija; fazni prijelaz prvog reda neke veli¢ine je prisutan kada prva derivacija termodinamickog potencijala
ima konacan diskontinuitet, a fazni prijelaz drugog reda kada se prva derivacija mijenja kontinuirano.
Promatramo li Isingov model tj. model jednodimenzijskog lanca sa N mjesta, koji se nalazi u vanjskom
magnetskom polju, onda znamo napisati hamiltonijan, a potom i particijsku funkciju takvog sustava. Par-
ticijska funkcija se zapiSe preko matrice transfera kao Zy = Tr(VY), a posto je matrica transfera realna i
simetri¢na, ona se moZe zapisati preko dijagonalne matrice koja sadrZi svojstvene vrijednosti na dijagonali
pa se problem svede upravo na traZenje tih svojstvenih vrijednosti. Jednom kada se te svojstvene vrijed-
nosti nadu, lako se dobiva slobodna energija, a potom i magnetizacija za koju se pokazuje da je analiticka
funkcija za sve T > 0 §to znaci da sustav ne pokazuje fazni prijelaz za pozitivne temperature,noza T = 0
fazni prijelaz postoji. U tekstu se takoder racuna i korelacijska duljina koja govori da li u sustavu dominira
dugodosezno ili kratkodosezno uredenje.
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