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Sazetak

Blume-Capel model verzija je Isingova modela magneta, a koristi se za opisivanje magnetskih
krutina koje u sebi sadrze Supljine ili kao model za proucavanje razdvajanja faza u mjeSavinama
*He i 3He. U odsustvu vanjskog magnetskog polja, Blume-Capel spin-1 model pokazuje
postojanje faznog prijelaza. Ovaj rad zapocinje opisom nekih fizickih pojmova koji ¢e imati
veliki znacaj u daljnjoj razradi, a potom se opisuju Isingov i Blume-Capel model. Postoji
nekoliko nacina rjeSavanja Blume-Capel modela, a u ovom se radu koristi jedna od metoda koja
nosi naziv metoda matrice transfera. Pomocu nje ¢emo izracunati slobodnu energiju i

korelacijsku funkciju za nekoliko parametara ovog modela.
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The Blume-Capel model is a version of the Ising model for magnetic materials, and it is used
to describe magnetic solids that contain cavities or as a model for studying phase separation in
*He and 3He mixtures. In the absence of an external magnetic field, the Blume-Capel model
shows the existence of a phase transition. This paper begins with a description of some physical
concepts that will be of great importance in further elaboration, followed by a description of
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1. Uvod

Feromagnetski spin-1 sustav s kristalnim poljem, poznat kao Blume-Capel (BC) model,
prosirenje je tzv. Isingova modela, a svoj je naziv dobio prema prvim fizi¢arima koji su ga
neovisno proucavali, M. Blume' i H. W. Capel®. Ovaj model opisuje ponaSanje magnetskih
sustava koji mogu sadrzavati Supljine, te stoga ¢lanovi-spinovi takvih sustava mogu poprimati
vrijednosti —1, 0, 1. Primjenjiv je na trakaste (eng. strip) sustave te pretpostavlja njihovu

beskonacnu duljinu i konacnu Sirinu.

Rjesenja jednodimenzijskog BC modela mogu se dobiti koristenjem npr. Monte Carlo ili
Wang-Landau metode, no u ovom ¢emo radu objasniti i koristiti metodu matrice transfera, koja
se temelji na trazenju svojstvenih vrijednosti jedne velike matrice. Fazni se prijelazi obi¢no
identificiraju diskontinuitetima u odredenim funkcijama, a jedna takva funkcija jest slobodna
energija, koja je odredena poznavanjem particijske funkcije sustava. Pokazat ¢e se da u ovom
modelu postoji fazni prijelaz iz visokotemperaturne, neuredene paramagnetske faze u
niskotemperaturnu, uredenu feromagnetsku fazu, pri odredenoj temperaturi ovisno o jakosti

kristalnog polja.

! Martin Blume (1932. — 2021.), americki fizicar.
2 Hans Willem Capel (1936. —2023.), nizozemski fizicar.



2. Vazni pojmovi iz podrucja klasi¢ne i statisticke fizike

U ovom ¢e se odjeljku izloziti pregled nekoliko vaznih pojmova iz domene klasi¢ne i

statistiCke fizike koji ¢e imati velik znacaj u ostatku rada.
2.1.  Statisticki ansambl

Zapocinjemo pojmom statistickog ansambla, koji se odnosi na vrlo velik broj identi¢nih
(pod)sustava koji se medusobno razlikuju samo po pocetnim uvjetima — to su razliCite
mikroskopske konfiguracije sustava koje rezultiraju istim makroskopskim stanjem tog sustava.
Temeljna je pretpostavka statisticke mehanike da su, za izolirani sustav u ravnotezi, sva

dostupna mikroskopska stanja jednako vjerojatna.

Kada promatramo sustave s velikim brojem &estica (~ 1022), veli¢ine koje se prou¢avaju
ne odnose se na svaku pojedinu Cesticu, ve¢ su dane kao prosjecne vrijednosti nekog svojstva
sustava kao cjeline. Klasicna mehanika proucava vremensku ovisnost gibanja pojedine Cestice
sustava, dok statisticka fizika obrac¢a paznju samo na odredena makroskopska svojstva sustava,

koja se dobivaju odgovaraju¢im usrednjavanjem preko mikroskopskih konfiguracija. [1]
2.2.  Particijska funkcija

Particijska funkcija (Zustandsumme ili statisticki zbroj), Z, definira se kao:

1
7= ~BEn | =,
E e B kT (1)
n

pri ¢emu je E,, energija mikroskopskog stanjan, a kg = 1.38065 - 10723 [JK~1] Boltzmannova
konstanta. Particijska funkcija veza je izmedu mikroskopske i makroskopske slike tvari. Uvodi

se kao normalizacijski faktor, a u sebi sadrzi sve bitne informacije o sustavu koji se promatra.
2.3.  Unutarnja energija

Unutarnja energija U jest termodinamicki potencijal ¢ije su prirodne varijable entropija
S, volumen V te broj Cestica sustava N. Potpuni diferencijal unutarnje energije dan je relacijom:
dU = TdS — pdV + udN. )

Poznavanjem unutarnje energije sustava mogucée je odrediti ostale termodinamicke

parametre, poput temperature T, tlaka p i kemijskog potencijala p.



2.4. Slobodna energija

Helmholtzova® slobodna energija F termodinamicki je potencijal koji se definira kao

Legendreova preobrazba unutarnje energije U po entropiji S sustava:

U
HﬂuN)=U—TS=U—(—J S, 3)
as V.N

pri ¢emu je T temperatura sustava. Poznavanje funkcije slobodne energije F = F(T,V, N) daje

potpuno jednaku informaciju o sustavu kao 1 poznavanje funkcije unutarnje energije.

Slobodna energija mjeri koristan rad koji se moze dobiti iz zatvorenog termodinamickog
sustava pri konstantnoj temperaturi. Naziv slobodna potjece od Cinjenice da je pri izotermnim
reverzibilnim procesima promjena rada jednaka promjeni slobodne energije, pa ona predstavlja
svu energiju slobodnu za rad na nekoj konacnoj temperaturi. Sustav koji, pri fiksnim
vrijednostima temperature 1 tlaka, ima dva razli€ita ravnotezna stanja, odabrat ¢e ono stanje
koje minimizira slobodnu energiju. Osim relacijom (3), slobodna se energija moze izraziti na

jos jedan, nama prikladniji nacin, a to je preko particijske funkcije, izrazom:

F = —kyTIn(Z). “)

Prethodna relacija predstavlja temelju vezu izmedu mikroskopske 1 makroskopske fizike.
2.5. Magnetizacija

Magnetizacija M makroskopska je veli¢ina koja opisuje poravnavanje magnetskih
momenata Cestica u nekom odredenom, preferiranom smjeru. Prosjecna magnetizacija sustava

sastavljenog od N cCestica oznacenih indeksima i dana je relacijom:

N
1
M) =5 > (52, )
i=1

pri ¢emu je (s;) prosjek po svim spinovima u ravnoteznom stanju sustava pri odredenim
uvjetima. Kada se magnetski momenti sustava poravnaju tako da je srednja magnetizacija

sustava makroskopskog reda velicine, kaze se da je sustav feromagnetski. [1],[2]

3 Herman Ludwig Ferdinand von Helmholtz (1821. — 1894.), njemacki fizi¢ar.



2.6.  Fazni prijelazi

Opc¢enito se tvari u prirodi nalaze u razli¢itim faznim stanjima koja su karakterizirana
razli¢itim makroskopskim svojstvima. Primjerice, voda se moze na¢i u krutom (led), teku¢em
(voda) i plinovitom (vodena para) stanju. Promjene vanjskih uvjeta, poput tlaka p, temperature
T, magnetskog polja hi sl., mogu izazvati prijelaz sustava iz jednog faznog stanja u drugo, a
sami proces naziva se fazni prijelaz (primjerice, prijelaz tvari iz tekuceg u plinovito stanje, iz
feromagnetskog u paramagnetsko, itd.). Oni predstavljaju nagle, diskontinuirane promjene

nekih mjerljivih parametara sustava sastavljenog od vise Cestica. [3]

U sustavu ¢e do¢i do faznog prijelaza ukoliko mala promjena jednog od njegovih
parametara uzrokuje znacajnu promjenu nekog drugog njegovog parametra. Stanja tvari dolaze
s odgovaraju¢im podrucjima stabilnosti. Na primjer, kod poznatog faznog prijelaza vode iz
tekucine u plin, gusto¢a p ima diskontinuirani skok pri atmosferskom tlaku, no linija ovog

prijelaza, definirana povecanjem tlaka, zavrSava u tzv. kriti¢noj tocki T, (slika 1).

tekucina

kriti¢na tocka

krutina

0006f---—-------—- ‘ plill

374

*" " Temperatura T [°C]

Slika 1: Fazni dijagram vode — prikaz kriticne tocke [vlastita izrada]

Fazne prijelaze mozemo mjeriti u terminima tzv. parametra reda m, veli¢ine koja se uvodi

tako da joj je vrijednost nula u neuredenoj fazi, a prijelazom u uredenu fazu ima vrijednost m,

iz intervala (0, 1]:
~ { 0, T>T, (6)
T lmy >0, r<TrT.’~

gdje je T, kriti¢na temperatura na kojoj dolazi do promjene faza. U slucaju faznog prijelaza

tekucina-plin za vodu, gustoc¢a p ima ulogu parametra reda. U magnetskim sustavima, koji su

nama od interesa, njegovu ulogu igra magnetizacija M = M(T). [1]



Za sustav kazemo da je feromagnetski ako su spinovi svih njegovih ¢estica medusobno
paralelni i1 jednako orijentirani. U ovisnosti o temperaturi, orijentacija ovih spinova se mijenja,
mijenjajuci na taj nacin i ukupnu magnetizaciju sustava (slika 2). Pri visokim temperaturama
iznad kriticne, T > T, svi su spinovi nasumicno orijentirani i stoga je ukupna magnetizacija
sustava jednaka nuli. Smanjivanjem temperature do kriticne, T = T,, povecava se korelacija
spinova, no ukupna magnetizacija 1 dalje ostaje jednaka nuli. Daljnjim smanjenjem
temperature, T < T,, pojavit ¢e se dominantan smjer koreliranih spinova te dolazi do pojave
spontane magnetizacije razliCite od nule. Na temperaturi apsolutne nule, T = 0, svi ¢e spinovi

biti jednako orijentirani, Sto minimizira energiju sustava. [5]

NN T M
NN T Moo

LA
VLML T M=

Slika 2: Utjecaj spinskog uredenja na magnetizaciju sustava [vlastita izrada]

Svojstva nekog mikroskopskog stanja po definiciji se mijenjaju na faznoj granici.
Slobodna energija, kao funkcija temperature, nije analiticka u slucajevima kada dolazi do
faznog prijelaza. To znaci da derivacije odredenoga reda slobodne energije ne postoje u
pojedinim tockama, koje se nazivaju singulariteti. Ova promjena svojstava stanja bit ¢e

diskontinuirana

prvog reda }
kontinuirana '

} za fazni prijelaz { drugog reda

Opc¢enito, najnizi red derivacije slobodne energije koja pokazuje diskontinuitet nakon

prelaska krivulje koegzistencije faza ujedno predstavlja i red faznog prijelaza. [4]
2.6.1. Fazni prijelaz prvog reda

Fazni prijelaz prvog reda dogada se kada je funkcija Helmholtzove slobodne energije F

kontinuirana, no njene prve derivacije nisu kontinuirane funkcije.

Kao $to je ranije spomenuto, fazne prijelaze ¢esto povezujemo s parametrom reda. Na
faznoj granici dolazi do nagle promjene iz neuredenog u uredeno stanje te stoga fazne prijelaze
prvog reda povezujemo s naglim skokom u parametru reda. Obic¢no se prijelazi ovoga reda

povezuju sa diskontinuitetom u entropiji S. [3]



2.6.2. Fazni prijelaz drugog reda

Fazni prijelaz drugog reda dogada se kada je funkcija slobodne energije F kontinuirana

funkcija, takve su i njene prve derivacije, no njene druge derivacije su diskontinuirane funkcije.

Za magnetski sustav to znaci da je magnetizacija, kao prva derivacija slobodne energije
u odnosu na primijenjenu jakost magnetskog polja, kontinuirana funkcija temperature koja
kontinuirano raste sa snizavanjem temperature ispod kriti¢ne, tzv. Curijeve* temperature. No,
magnetska susceptibilnost, koja je prva derivacija magnetizacije, a time druga derivacija

slobodne energije s obzirom na magnetsko polje, pokazuje diskontinuitet u T, (slika 3). [5]

m X

: =T 3 >T
TC TC

Slika 3: Magnetizacija M i magnetska susceptibilnost y kao funkcije temperature [vlastita izrada]

2.7. Korelacijska funkcija i korelacijska duzina

Korelacijske funkcije sluze statistickom opisivanju vremenske evolucije varijabli za
ansambl u toplinskoj ravnotezi. Spin-spin korelacijska funkcija (kovarijanca) izmedu dvaju

spinova s; i s; koji se nalaze na polozajima 7}, odnosno 7; u kristalnoj reSetci, definira se kao:
C(77) = ((si = (s:)) - (5 = (), ™

pri ¢emu () oznaCava prosje¢nu vrijednost ansambla. Ona opisuje koliko dugo traje neko dano

svojstvo sustava, prije nego se usrednji mikroskopskim gibanjima sustava, odnosno kako i kada

iSCezava statisticki odnos dviju varijabli. Ukoliko je sustav translacijski invarijantan, tako da je

(si) = (s;) = (s), tada C ovisi samo o udaljenosti dvaju spinova, 7, pa iz (7) slijedi:
€@ = C(Fi = 7) = (51 ) = (5P ®)
Ako su Cestice u ¢vorovima 7; i 7; statisticki nezavisne, (s; - 5;) = (s;) - (s;) = (s)?, tada

korelacijska funkcija ocito is¢ezava. U svim ostalim sluc¢ajevima, pa i u neuredenoj fazi, Cestice

na razli¢itim ¢vorovima su korelirane, $to ¢ini korelacijsku funkciju pozitivnom.

4 Pierre Curie (1859. — 1906.), francuski fizicar.



Na visokim temperaturama daleko od kriticne T, korelacijska je duzina & = &(T)

konacna, a korelacijska funkcija eksponencijalno opada:

r
e &M ¥ 9)

gdje je ¥ = ||7]|, d oznadava prostornu dimenziju sustava, a 1 je tzv. kriti¢ni eksponent. On
ovisi o raznim svojstvima sustava, a sluzi definiranju korelacijske funkcije na kriticnoj
temperaturi T, na kojoj korelacijska duzina ¢ divergira. Za sustave s kona¢nim brojem cestica

N definira se korelacijska duzina &y kao drugi moment korelacijske funkcije C(r, N):

erzC(T,N) (10)
Y+ C(r,N) °

koja se moze racunati i preko dviju najvecih svojstvenih vrijednosti Ay 1 A; matrice transfera T

=07 =

(odjeljci 3.1 14.1), pri cemu je A; > Ay, kao:

&1l =In lA—O(L,T) .

Klasi¢an primjer ovakvih prostornih korelacija su fero- i antiferomagnetski materijali, u

kojima se spinovi orijentiraju paralelno ili antiparalelno sa svojim najblizim susjedima. [1],[5]
2.8. Kriti¢ni eksponenti

Kao $to je navedeno ranije, u kriticnim tockama postoje singulariteti nekih fizickih
veli¢ina, a oni su izrazeni kao zakon potencije, kojeg karakterizira skup kriticnih eksponenata
koji odreduju kvalitativnu prirodu kriticnog ponasanja promatranog sustava. Vjeruje se (iako
nije dokazano) da su kriti¢ni eksponenti univerzalni, odnosno da ne ovise o detaljima pojedinog
sustava, ve¢ samo o nekim njegovim op¢im svojstvima. Primjerice, za feromagnetski sustav
oni ovise samo o dimenziji sustava, dosegu medudjelovanja Cestica 1 dimenziji spina.
Numericke vrijednosti kriticnih eksponenata nekih modela dane su u Tablici 1, pri ¢emu je d

prostorna dimenzija, a n dimenzija parametra reda. [5]

Tablica 1: Numericke vrijednosti kriticnih eksponenata nekih modela [5]

Klasa univerzalnosti | « B y ) v n
i—3 n =2 Ising 0.10 | 0.33 | 1.24 | 480 | 0.63 | 0.04

n =3 Heisenberg | -0.12 | 036 | 1.39 | 4.80 | 0.71 | 0.04
S n =2 Ising 0.00 | 1/8 | 7/4 |15.00| 1.00 | 1/4

n=gq Potts 1/3 1/9 | 13/9 | 14.00 | 5/6 | 4/15




3. Isingov model

Isingov® (ili Ising-Lenzov®) model jedan je od najjednostavnijih, ali ujedno i najéesée
proucavanih matematickih modela feromagnetizma u statistickoj fizici. Model pretpostavlja da
se element metala sastoji od d-dimenzijske pravilne kristalne reSetke atoma, gdje je po jedna
varijabla smjeStena na svakom mjestu u reSetci, a ¢ija magnetska svojstva proizlaze iz
nuklearnog magnetskog momenta. Uzrok pojave magnetskih dipola u atomima su spinovi
Cestica, koji u Isingovom modelu imaju isti smjer, ali ne nuzno istu orijentaciju, tako da mogu

imati vrijednosti +1 (T) ili —1 (). [5]

Ising je proucavao jednodimenzijski (1D) model, Cije je rjeSenje pronasao racunanjem
izraza za ponaSanje vezanog skupa spinova iz particijske funkcije, sto mu je omogucilo
odredivanje spin-spin korelacijske funkcije i slobodne energije. Pokazao je da u 1D modelu s
kratkodoseznim medudjelovanjem ne postoji fazni prijelaz, dok se u dvije dimenzije (2D) moze
uociti fazni prijelaz iz paramagnetskog (neuredeni spinovi, bez magnetizacije) u feromagnetsko
(uredeni spinovi, trajna magnetizacija) stanje na temperaturama ispod kriti¢ne temperature 7.
No, medudjelovanja u 2D modelu suvise su slozena da bi se mogla analiticki rijesiti s bilo

kakvom lako¢om.

Glavna pretpostavka ovog modela sastoji se u tome da medudjelovanje izmedu
magnetskih iona, koji opisuju ukupno magnetsko ponasSanje tvari, mora biti iznimno kratkog
dosega, tj. spinovi mogu medudjelovati samo s najblizim susjedima. Stanje varijabli odreduje
hamiltonijan H, koji op¢enito predstavlja ukupnu energiju sustava kojoj doprinose pojedinacna

spin-spin medudjelovanja Cestica sustava. Hamiltonijan Isingovog modela oblika je:

H=—] Y sis—h) s, (12)

(i.j) i
pri ¢emu s; oznacava spin na mjestu i u resetci, koji moze poprimiti vrijednosti +1, prvi zbroj
po (i,j) oznatava medudjelovanje parova najblizih susjeda, dok drugi zbroj predstavlja
energiju medudjelovanja izmedu magnetskih momenata spinova i vanjskog magnetskog polja

konstantne jakosti h. Za konstantu vezanja J susjednih mjesta u reSetci vrijedi:

+« | >0 = stanje najnize energije je feromagnetsko, svi spinovi su paralelni;

¢ ] <0 = stanje najnize energije je antiferomagnetsko, svi spinovi su antiparalelni. [6]

3 Ernst Ising (1900. — 1998.), njemacki fiziar.
® Wilhelm Lenz (1888. — 1957.), njemacki fizicar i Isingov mentor.



3.1. 1D Isingov model i matrica transfera

Promatramo sustav od N Cestica-spinova s; koje su rasporedene po x-osi (slobodni rubni

uvjeti, FBC) ili po kruznici (periodi¢ni rubni uvjeti, PBC), kao na slici 4, tako da je:
So=5n S1
Sh-1 Sz

Siien = Sus n=01,.., N-1. (13)

—— 0 — 00— 00— 00— 00—
S: 53 S3 S4

Slika 4: Slobodni i periodi¢ni rubni uvjeti 1D Isingova modela [vlastita izrada]

Prema (1), particijska funkcija Isingovog modela bez magnetskog polja s periodi¢nim

rubnim uvjetom je:

B )y e "

=41 Sp= SN—+1 (14)
Jo

kgT

— e eKSISZ eKSZSS eKS3S4- eKSNsl , K

s1=11 s,=#1 sy==%1

Ideja je uvesti matricu transfera T, definirajuci njene matricne elemente T(si, sj) kao:
T(Si, S]) — eKSisj ) (15)

jer se, uz ovako definiranu matricu, particijska funkcija is¢itava kao trag umnoska N matrica
transfera (prisjetimo se, trag matrice predstavlja zbroj njenih dijagonalnih elemenata):

= ¥ 2 © Y T 5Tz 5)T(s3,50) = T(oy,s) = Tr (MY, (16)

s1=11 sp= sy=*x1

Budu¢i da je trag matrice invarijantan na izbor baze, prikladno nam je odabrati upravo
bazu svojstvenih vektora u kojoj je matrica T dijagonalna, jer je tada trag N-te potencije
jednostavno zbroj N-tih potencija svojstvenih vrijednosti A, matrice T. Drugim rijec¢ima, racun

particijske funkcije Z svodi se na dijagonalizaciju matrice transfera:
Z=2+2y. (17)

Uz A4 > 4,, termodinamickoj granici N — oo dobiva se:

7=V [1+<f1 )leagv. (18)
y |

[11.[71.[8]
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4. Blume-Capel model

Blume-Capel (BC) model verzija je Isingovog modela, uz uklju¢ivanje u hamiltonijan
¢lana kristalnog polja. Dodatak kristalnog polja znac¢ajno mijenja kriticno ponasanje sustava.
Hamiltonijan BC modela oblika je:

H=-] Zsisj—AZSiz = Ey, (19)

(i.j) {
pri ¢emu je s; spin na i-tom mjestu kristalne resetke, koji sada moze poprimati vrijednosti
s;i € {—1,0,+1}, prvi se zbroj vrsi preko svih parova (i, j) najblizih susjeda resetke, a drugi
zbroj ide po svim mjestima reSetke. Konstanta /, kao i ranije, oznaCava jakost uparivanja

spinova, dok A predstavlja konstantu jakost kristalnog polja. [9]

BC model koristi se za opis magnetskih krutina koje u sebi sadrze vakancije (Supljine, za
koje je s = 0) te za opis razdvajanja faza u mjesavinama “He i 3He. U odsustvu vanjskog
magnetskog polja h, BC model obi¢no pokazuje postojanje trikritine tocke’ koja povezuje
fazne prijelaze prvog reda, koji se pojavljuju u podrucju nizih temperatura (jacih kristalnih

polja), s prijelazima drugog reda, koji se javljaju u suprotnom podruéju faznog dijagrama.

Kazemo da je i-to mjesto resetke popunjeno ako je s; = 1, odnosno da je prazno ako je
s; = 0. Konstantu A identificiramo kao energiju stvaranja supljina (gdje je s; = 0) te ona moze

biti 1 pozitivna i negativna, ovisno o tome jesu li Supljine poZeljne u sustavu ili ne. [10]
4.1. Metoda matrice transfera

Metoda matrice transfera medu prvima se koristila za istrazivanje faznog dijagrama
feromagnetskog BC modela u 2D prostoru. To je egzaktna i deterministicka metoda koja pruza
direktne numericke vrijednosti potrebne za izracunavanje slobodne energije spin-modela
kristalne resetke s vrlo velikom tocnos¢u. Matrica transfera analogon je operatoru vremenske
evolucije u kvantnoj mehanici; to je operator koji djeluje na dimenziju koja je za jedan niza od

dimenzije originalnog sustava.

Promatramo 2D kvadratnu kristalnu resetku L X M trakaste geometrije, sastavljenu od M
povezanih lanaca spinova sa L mjesta. Pretpostavlja se da su spinovi u gornjem retku resetke

povezani s odgovaraju¢im spinovima u donjem retku, te slicno za lijeve i desne stupce ¢vorova.

7 Trikriti¢na tocka odnosi se na tocku susreta krivulja faznog prijelaza drugog i prvog reda. Prvi primjer trikritiéne
tocke pokazao je R. B. Griffiths u mjesavinama *He i *He.
10



Metoda matrice transfera omogucuje izravan izracun slobodne energije modela
definiranog na traci konacne Sirine 1 beskonacne duljine u smislu najvece svojstvene vrijednosti
te matrice — u termodinamickoj granici kada M — oo, najvece svojstvene vrijednosti matrice

transfera T bitno odreduju svojstva sustava. [11]

Pod periodicnim rubnim uvjetima koji povezuju obje strane trake, tako da je
S1,j = Sm+1,j (zgodno je zamisliti da je traka omotana oko cilindra), hamiltonijan (19) moze se
napisati u simetri¢nom obliku kao:
o (1 1
=3 e s )
j=1
gdje suV 1 W dijelovi unutar i izmedu lanaca spinova dani s:

2

Vj = —] Si,jSi+1,j + Asl,j .

||'ML~
=

1)

L
Wjj1 =—J Z Si,jSi,j+1-
i=1

Matrica transfera predstavlja doprinos Boltzmannovom faktoru dvaju susjednih redaka
reSetke — ona djeluje duz osi cilindra, a redovi su okomiti na smjer njenog djelovanja. Moguca

stanja redaka su indeksi matrice transfera. Konfiguraciju retka j predo¢avamo stanjem |sj):

|57) = |51,) S2,) - Sa) = |51,))®|52,/)® ... ®lsp, 1), &2

(® je Kroneckerov produkt dviju matrica proizvoljnih veli¢ina koji rezultira blok matricom).

Matrica transfera za retke j 1 j + 1 nalazi se iz (sj |’]I'|Sj+1). Njene svojstvene vrijednosti
mogu se odrediti numerickom dijagonalizacijom T — najveca (po apsolutnoj vrijednosti)

svojstvena vrijednost A; matrice T odreduje slobodnu energiju i korelacijsku funkciju modela.
Matrica transfera T moze se dalje faktorizirati na produkt tzv. rijetkih matrica:
T = ']TM']TM—I "'Tll

gdje su T; njene podmatrice povezane s i-tim mjestom resetke. Da bismo shvatili njihov

eksplicitni oblik, korisno je pogledati sliku 5.
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Slika 5: Korak pri mnozenju vektora matricom transfera [8]

Nazovimo ¢ stanje s matricnim elementima koji odgovaraju donjem retku na slici. Ako
konfiguracije donjeg retka nazovemo |s), a gornjeg retka |s’), Zelimo izracunati elemente

vektora |) = T|¢p):

(1) = (s ITIg) = > (5' TIs)(slp) (23)

za svaku konfiguraciju s’ gornjeg retka. Puna matrica T sadrzi elemente vezanja unutar dva
horizontalna retka i na vertikalnoj vezi izmedu tih redaka. Podmatrice T; sadrze samo spojnice
na podebljanim linijama na prethodnoj slici. Zbog toga mozemo re¢i da djelovanje matrice T;
zamjenjuje donji spin s; gornjim spinom s;, ostavljajuéi preostale spinove nepromijenjenima.

Prema tome, matrica T djeluje izmedu dva stanja koja se na neki nacin nalaze izmedu
stanja s is': stanje £’ na lijevoj strani T; predstavlja spinove s, 3, ..., S{, Siz1, --» Su» dok stanje
¥ na desnoj strani T predstavlja spinove s1, 3, ..., Si_1, Si, -.-, Sy U terminima ovih stanja, koja
imaju elemente redom gj i Uj' (komponente Paulijevih matrica), dobivamo:

(Z'|T;|Z) = (0] ... 0]_10{0],q ... Onf|T;|07 ... G;_10;0741 ... Our)
(24)

1 ’ 1
— aPl [2(0'1‘71+1+0iai—1) + Ul”i] % 501015 5

0,05 " ai_la{_16ai+la{+1 = Ogyar,

gdje je §; ; Kroneckerov simbol. Horizontalni spojevi sadrze faktor 2 jer se uzimaju u obzir
dva puta: jednom kada matrica transfera veze prethodni redak s trenutnim, i drugi put kada veze
trenutni redak sa sljede¢im. Izraz (24) nije ispravanzai = 11i = M, jerzai = 1 prvi novi spin
s; jo$ uvijek nema svog lijevog susjeda. Prema tome, u matrici T; se izraz fJo oy, /2

zamjenjuje s BJo,0y /2. Sli¢no, za i = M vezanje B]0y0,/2 zamjenjujemo s B]oy,01 /2. [8]

Gustoca slobodne energije f; moze se procijeniti u terminima A, kao:

A(T,0) =~ T Ini2,(T, )] @5)
U skladu s (14) i gornjim razmatranjem, particijska se funkcija moze napisati kao:
M
Z= Z 1_[ e_g' Vie=BWjj+1 e_g Vi+1 = Tr [TM]. (26)
{s} j=1
[11]
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4.2.  Analiza korelacijske duZine scalingom kona¢ne duzine

Korelacijska duzina oblika (11),
1

In (%) ,

divergira u kriti¢noj tocki, sto se uocava kao asimptotska degeneracija izmedu dviju najvecéih

9) 27)

svojstvenih vrijednosti matrice T, A, 1 1,, te oznacava postojanje faznih prijelaza.

U trikritiénim sustavima, tre¢a najveca svojstvena vrijednost A5 takoder ima vaznu ulogu
u trikriti¢noj tocki, kao 1 u tockama faznog prijelaza prvog reda, u kojima su sve tri najvece

svojstvene vrijednosti T degenerirane. Veli¢ina
5 1

fL:@»

(28)

koja se Cesto naziva drugom korelacijom ili duzinom perzistencije, a uvedena je primarno
upravo iz razloga dohvacanja ovih degeneracija svojstvenih vrijednosti. Tumaci se kao scaling
duljine domene neuredene faze duz beskonacne trake, ¢ije je scaling ponasanje povezano s
povrSinskom napetoséu na vezama. Ideja (Ansatz) scalinga konacne duzine sastoji se u
pretpostavei homogene ovisnosti razlicitih fizickih velicina o konac¢noj veli¢ini modela —
ponasanje konacnog sustava u blizini kriti¢ne temperature T, beskonacnog sustava, dominantno
je odredeno omjerom L /&(T), pri ¢emu je L konaéna duzina sustava, a £ (T) korelacijska duzina
beskonacnog sustava.

Kada korelacijska duzina divergira, u blizini faznog prijelaza drugog reda dolazi do
pojave velikih fluktuacija parametra reda, ¢ija je maksimalna linearna duljina reda korelacijske
duzine. Ako je najveca veli¢ina fluktuacija manja od L, efekti konacnosti nece se opaziti
(T > T,), no pribliZavanjem kriti¢noj temperaturi, fluktuacije postaju sve vece i reda ~ L pa se

ponasanje kona¢nog sustava poc€inje bitno razlikovati od ponasanja beskonacnog sustava. [1]

Korelacijska duzina obi¢no se na temperaturnoj osi zapisuje kao:
§L = LQ(tL”), (29)
gdje varijabla scalinga

gl e (30)
T,

ima znacenje odstupanja od kriti¢ne linije, a Q je univerzalna funkcija.
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U T — A ravnini, kriti¢na to¢ka A.(T) moze se odrediti pronalaskom tocke krizanja
krivulja &; /L za razlicite vrijednosti L. Na slici 6 prikazan je fazni dijagram 2D BC modela u
blizini trikriticne tocke. Tocke na dijagramu dobivene su analizom korelacijske duzine
scalingom konacne duzine, a krivulja fazne koegzistencije u podrucju faznog prijelaza prvoga
reda za T < 0.5 (simboli + na slici) odredena je prazninom koja se smanjuje izmedu najvecih
svojstvenih vrijednosti matrice T. Simboli x oznacavaju podru¢je kontinuiranog faznog
prijelaza drugog reda. Prazni simboli predstavljaju procjene prijelaznih tocaka dobivene u
ranijim radovima metodom matrice transfera (TM), dok je isprekidana linija vodena skupom

podataka prikupljenih drugim metodama, poput Monte Carla i drugih. [11]

I T T T I I
30 |0 ] R — eesbinbeb e, disordered |
+4
o
e
o ordered g
1.99 | * o 4
+.
E
1.98 | -9 i
4
4
| ;
1.97 |+ @a 1
+ first-order transitions o
second-order transitions %
1.96 L X SLT_UI.IL-{ ordLr‘lransltluns A i
tricritical point "
@ TM (Beale) i
1.95 o TM (Xavier et al.) o -
- guided by WL & MUCA %

X

1.94 1 1 1 1 1 1 :
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
i3

Slika 6: Fazni dijagram 2D BC modela [11]

U praksi, za konacne sustave s trakama malih Sirina koje su dostupne u izracunima
matrice transfera, krizanje krivulja ne dogada se egzaktno u jednoj zajednickoj tocki, §to je
posljedica jake korekcije scalinga kona¢ne duzine. Ovaj se problem obic¢no rjesava izvodenjem

ekstrapolacije zakona potencije kako bi se pronasla kriticna tocka u termodinamickoj granici.

Za danu temperaturu T, toCka krizanja A; ;» moze se odrediti izmedu dviju krivulja

razli¢itih Sirina trake L i L' rjeSavanjem jednakosti:

$L (AL,L') _ 9% (AL,L') 31
E @ B
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Niz dobivenih A} ;» asimptotski se priblizava vrijednosti A, koja postaje kriticna tocka
A. u granici kada L,L' —» o. Ova analiza korelacijske duZine scalingom konaéne duZine
pretpostavlja kriticnost faznog prijelaza i nacelno nije primjenjiva na fazne prijelaze prvog reda,
gdje takav Ansatz ne vrijedi. No, u prakticnim situacijama s malim sustavima, pronalazenje
tocke krizanja Cesto se primjenjuje na podrucje u blizini trikriticne tocke, u kojemu je utjecaj

prvog reda relativno slab.

Slika 7 prikazuje razliku u ponasanju scalinga kona¢ne duzine za ¢; /L izmedu prijelaza
drugog 1 prvog reda za odabrane temperature T = 0.7 [(a) do (c)], T = 0.55 [(d) do ()] i
T = 0.42 [(g) do (1)]. Prijelaz drugog reda javljase pri T = 0.7, a {; /L konvergira do odredene
konacne vrijednosti, kao Sto je 1 pretpostavljeno u Ansatzu. Prijelazi prvog reda javljaju se pri

T =0551T = 0.42, avelicina ; /L divergira u termodinamickoj granici.

(a) (b) -1.5 . . ’ ()  1.56
— @
i ]
e -18 e . S 1.54 | [}
f X a k o . ] i 1.52 | -
oy ,f & I 150} °
X 241 a 2 148} °
q -2.7 . : . 1.46 : : ;
0.05 0.06 007 008 0.09 0.05 0.06 007 0.08 0.09
] 1/L 1/L
(d) ——r (e) 10 - . - (f) 5.5 . .
— ‘ S
= 8 2 3 50 .
5 Il
:i X ) A 45 ®
My /f; 6 o e '~ °
xl e ® | w 40} ° .
i L i ,T]‘ L I L 3', L 1 L
0 2 4 6 8 10 0.05 0.06 007 008 0.09 0.05 0.06 007 0.08 0.09
A — As [x1074) 1/L T/
() 10 . . . (h) 10 ’ ’ . (i) 10*
\ L=33 = — <]
Li=18 — T 2 X
L= H 5 8¢ 4 e
= T X 6 1 [ ©
= 10° L=17 — - o = 107 L o
o) L=18 ,1‘ 4 1 = ° o
2 ° & °
.| T=042 — - - .,
10° — 4 0 : ‘ L 10° ' ; '
0 2 4 6 8 10 0.05 0.06 007 008 0.09 0.05 006 007 0.08 0.09
A — Ase [x1079) 1/L 1/L

Slika 7: Analiza scalinga konac¢ne duZine za korelacijsku duzinu [11]
Razine slobodne energije mogu se definirati kao:
fi=—-In;, (32)
Sto je korisno za ispitivanje kako se ravnotezna i metastabilna faza mijenjaju kroz fazni prijelaz
prvog reda. U trikriticnim sustavima, koegzistencija dviju uredenih i jedne neuredene faze moze

se ilustrirati naglom spektralnom promjenom najvecih svojstvenih vrijednosti, a time 1 razina

slobodne energije.
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Slika 8 prikazuje ponasanje tri najnize razine slobodne energije pri T = 0.4, izracunatih
kao funkcije od A, gdje je nagla promjena najnize ravnotezne slobodne energije jasno naznacena
pri A = A*. Za neuredenu fazu A > A*, jedna osnovna razina udaljena je od preostale dvije, dok
suna A < A* najnize razine dvostruko degenerirane kao posljedica koegzistencije dvije uredene
faze. Pronalazenje takvog A* koji minimizira razmak izmedu f; omogucuje odredivanje tocke
faznog prijelaza prvog reda. Na slici je dan prikaz za tocku prijelaza A* = 1.9968, pri cemu
razine f; odgovaraju svojstvenim vrijednostima A; > A, > A3. Vrijednosti f; pomnoZene su

faktorom 103 i prikazana su odstupanja radi optimalne vizualizacije. [11]

(a) 0.4 7 (b) S— S— e
- 1006 F L =18 /.Ql .
® 03 /

- /
= { 0.04 } F -
e 0.2
5 1.
£ 0.1 | 0.02
go
0.0 0.00
-0.2 -0.1 00 01 02
(c) 1073
1
=
b L=12
—5 L=14 o
1077
L=16 a
L=18 +
1[]—G....l..|....|..|....|...
-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

A—-A, [x1079

Slika 8: Razine slobodne energije duz prijelaza prvog reda [11]
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5. RjeSenja 1D Blume-Capel modela

U ovom odjeljku izlazemo izracun matrice transfera, Helmholtzove slobodne energije i

korelacijske funkcije za jednodimenzijski Blume-Capel model.
5.1. Matrica transfera 1D BC modela

U skladu s (16) 1 (19), particijska funkcija BC modela za prsten od N mjesta oblika je:

Z = z z Z eﬁ]slszeﬁ]‘sz‘% ___eﬂ]stleBAs%eﬁAS% ___eﬁASIZV =Tr (']TN) , (33)
S1 SN

S2

Buduéi da svaki od indeksa matrice transfera moze poprimiti tri vrijednosti, 0 1 1, to ¢e
matrica biti dimenzije 3 X 3. U bazi u kojoj su stanja spinova prikazana matricama stupcima i

matricama redovima,

_ 1 1y [0 _ 10
+1) =) - =1 )=o) il
(+11=[1 ol «(-1=[0 1], (0|=[0 0]
matri¢ni elementi T(s;, ;) = (s;|T|s;) dani su s:
( eﬁA’ Si:,tOiSj:ptO
A . _ Y _
ePB/2, siqtsjl(si—Olhsj—O) | %(?JJ)
T(sis;) = 1, s;=s7=0 = ePIsisiez Si*Si) . (35)
efl, si=sj#0
Le P, si#sji(s; = 0ilis; = 0)

Za matricu transfera T dobivamo:
eBO+))  oBN2  LB(A-])
T = AB2/2 1 ePb/2 . (36)
eB@B=]) oBA/2  B(A+])
Standardnim postupkom dijagonalizacije, postizemo dijagonalni izgled matrice transfera:
Ao 0 0
T = < 0 A O > . (37)
0 0 A,

pri ¢emu svojstvene vrijednosti g, A, 1 A_ matrice transfera imaju oblik:
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Ao = ePA(eP) — ePl) = 2ePAsinh(B)), (33)

2
[ePA(eP) + e PT)+ 1] \/{% [ePA(eP) + e FT) — 1]} + 2ePA

N| =

}{i:

2 (39)

= [eﬁA cosh(B]) + %] s \/[eﬁA cosh(B)) — %] ¥ 2ef,

Primijetimo daje A, > A5 > 0 > A_ te da je A, svojstvena vrijednost najveceg iznosa.
5.2.  Slobodna energija 1D BC modela

Slobodna energija F za prsten sastavljen od N cestica-spinova dobije se pomocu

particijske funkcije Z relacijom (4), gdje je Z dana s:

Z =Tr(T¥) =24 + 4) + 2%, (40)

Pripadne svojstvene vektore trazimo na slijedec¢i nacin: treba primijetiti da je

S 1<1> @1
Yo=—| 0
0 \/2—1

svojstveni vektor kojemu pripada svojstvena vrijednost 1o = 2eP2 sinh(B]). Preostala dva

svojstvena vektora moraju biti ortogonalna na 1730 pa ¢e biti oblika:

R 1 1
Ve =—/—— (&)- (42)
’2 +x3 M1
Nadalje, to znaci da zahtijevamo da je:
1 2eP2 cosh(B)) + xePr/? |
T (x) = ZeﬁA/z + x = A(x) p (43)
1 2eP2 cosh(B)) + xePA/? 1

Sto rezultira jednadzbama:

A = 2eP2 cosh(B)) + xePA/2
Ax = 2ePP2 4 x.

(44)

18



Eliminacijom A = A, iz izraza (44), slijedi da su:

2
%y = g RA2 %— efs cosh(,b’])] + \/E L cosh(ﬁ])] + 2ePb 3}, (45)

Pripadni svojstveni vektor 1,_5 takav je da su sve njegove komponente istog predznaka. U

termodinamickoj granici N — oo vrijedi da je Z ~ AY pa za slobodnu energiju dobivamo:

F(T,A,N) = —NkzTIn 2,

1 17?
= —NkgTIn [eBA cosh(B)) + E] + [eﬁA cosh(B)) — E] + 2ePA 3, (46)

Naslici 9 prikazana je ovisnost slobodne energije F o omjeru kzT /] za nekoliko razlicitih
vrijednosti omjera parametara A/J, uz N = 12. Simulacijama su odredene koordinate kriti¢ne

tocke kao kgT,/J] = 0.609,A/] = 1.966. [12]

0 .
N —— /) =0.00
R —— /) =040

-1 A —— A/J=0.80
— A/j=120

— A/) =140

Af] =197

|
|
1
I
1
1
1
[
L =3 A |
1
[
|
I
—4 1
4 [
1
I
I
I
=3 i
|
|
|
I

—6 L T T T T

0 1 2 3 4 5
kaT
T

Slika 9: Temperaturna ovisnost slobodne energije za 1D BC model [vlastita izrada]
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5.3. Korelacijska funkcija 1D BC modela

Za korelacijsku funkciju C(n) prstenaste konfiguracije imamo:

_Tr T I TV ™)

47
Tr (TV) ’ .

C(n) = (siSitn) = Z it PO
{s;=0,+1}
gdje je ) sus; = Si6si,sj- Rjesenje trazimo u termodinamickoj granici N — oo. Primijetimo da je
(+1|Z|+1) = 0, pa ocito matricu T moramo pisati u obliku:

T = A, |+1){+1] + A,]0)0] + A_|—=1){—1], (48)

1 odabrati srednji ¢lan za n pojava matrice T izmedu gornje dvije X matrice. To vodi na:
A ™ (49)

cm =(32) 1+1lzio)?
+
Korelacijska duzina ¢ je, uz 44 = 1, 1 A, = A, dana relacijom (27) kao § = 1/1n (';—*)
0

pa mozemo pisati:

[n|
C(n) =4e ¢, (>0)

gdje rezultat sada poopéavamo na pozitivne i negativne vrijednosti n, pri cemu je:
1
A= [(+1[5]0))? = ——, Gb

1+§xi

Slika 10 prikazuje korelacijsku funkciju C(n), za nekoliko vrijednosti omjera parametara

A/]- 9]

—— A/J=10.00
—— A/J=0.40
— A/J=0.80
0.8 4 # ‘ — AfJ=1.20
\ — A/J=1.40
— A/) =197
0.6
<
Q
0.4 -
0.2 A
0.0 4

T T T T T T T T
-10.0 —7-5 -5.0 2. 0.0 2.5 5.0 T:5 10.0
n

Slika 10: Korelacijska funkcija 1D BC modela [vlastita izrada]
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6. Zakljucak

Na temelju prethodnih razmatranja, jasno se vidi kako Blume-Capel spin-1 model
pokazuje fazni prijelaz pri T = 0 izmedu feromagnetske, uredene, i paramagnetske, neuredene,
faze. Zaista, ve¢ iz izraza (19) mozemo vidjeti da Ce, pri temperaturi apsolutne nule i u odsustvu
vanjskog magnetskog polja, svi spinovi preferirati stanja s; = +1 ukoliko je kristalno polje A
pozitivnih 1 velikih vrijednosti, dok ¢e za velike negativne vrijednosti A dominirati s; = 0
stanje. Fazni prijelaz na konacnoj temperaturi izmedu tih dviju faza moze biti kontinuiran ili
diskontinuiran, Sto zahtijeva posebne matematicke postupke za izracun fazne granice. U

posebnom sluc¢aju A = 0, zauzece sva tri stanja +1, 0 jednako je vjerojatno na T.

Pokazali smo primjenjivost metode matrice transfera na proucavanje faznih prijelaza u
podrudju oko kriti¢ne tocke. Ovi se prijelazi mogu ustanoviti usporedbom slobodne energije za
feromagnetsko 1 paramagnetsko stanje, Sto je moguce posti¢i ovom metodom buduéi da pruza
tocnu procjenu particijske funkcije i slobodne energije za razliCite vrijednosti parametara
modela. Njezinu to¢nost mogli smo provjeriti usporedbom s rezultatima prikupljenim nekim

drugim metodama.

Korelacijska funkcija takoder izrazava kriticno ponasanje u blizini faznih prijelaza. Ona
opada eksponencijalno s povecanjem udaljenosti medu spinovima, a eksponent koji
karakterizira njeno trnjenje povezan je s klasom univerzalnosti faznog prijelaza. Odredivanje
korelacijske funkcije pomaze pri identificiranju korelacijske duzine povezane sa svakom
fazom, pruzajuéi time uvid u njihovu prirodu. Na visokim temperaturama, korelacijska duzina
obicno je kratka, Sto ukazuje na neuredene spinove, dok je u suprotnoj temperaturnoj granici
ona obi¢no znatno veca, ukazujuci time veliku korelaciju spinova, odnosno visok stupanj

uredenja faze.
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