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1. UVOD

U mnogim podrucjima fizike, ukljucujué¢i gibanje elektrona u atomima, ponasanje struja i
napona u elektronickim krugovima te planetarne orbite mogu se pronaci primjeri oscilatornih
fenomena. Najjednostavniji mehanicki sustav koji pokazuje takvo gibanje je njihalo, koje se
sastoji od mase povezane konopcem s nekim osloncem, tako da se moze slobodno njihati pod
utjecajem sile gravitacije. Jednostavno harmonijsko gibanje je gibanje u kojemu je povratna
sila izravno srazmjerna pomaku tijela iz njegovog ravnoteznog polozaja. Jedno od najvaznijih

primjera jednostavnog harmonijskog gibanja je matematicko njihalo.

U drugom poglavlju opisano je jednostavno harmonijsko gibanje s pomoc¢u Eulerove metode i

Euler-Cromer metode. Svaka metoda je opisana grafom i primjerom koda.

U tre¢em poglavlju opisano je priguseno, prisilno i nelinearno matematicko njihalo s pomoc¢u

Euler-Cromer metode. Svaki slucaj prikazan je grafom i primjerom koda.

1.1. Kratak opis rada
Cilj ovoga rada je napraviti racunalni program koji numericki racuna rjesenja diferencijalne
jednadzbe gibanja 1D matematickog njihala u granici malih amplituda, kada na njihalo osim

gravitacije djeluju jos i sila trenja srazmjerna brzini 1 vanjska periodi¢na sila.



2. JEDNOSTAVNI HARMONIJSKI OSCILATOR

U ovom poglavlju opisano je gibanje jednostavnog njihala koje se sastoji od Cestice mase m
objesene na niti duljine [. Analizirat ¢emo kako sile djeluju na njihalo i utjeCu na njegovo
gibanje. Koriste¢i Newtonov zakon pokazat ¢emo kako se jednadzba gibanja jednostavnog
njihala pojednostavljuje za male kutove otklona. Nakon toga koristenjem Eulerove metode i
Euler-Cromer metode u programskom jeziku Python numerickim pristupom rijesit ¢emo
diferencijalne jednadzbe gibanja. Na kraju ¢emo graficki prikazati rezultate numerickih
rjesenja.

2.1. Primjer jednostavnog njihala

Jedan primjer jednostavnog njihala je Cestica mase m objesena na donjem kraju niti duljine [.
Nit je ucvrs¢ena na gornjem kraju i zanemarive je mase. Ako se Cestica otkloni od polozaja
ravnoteze 1 otpusti ona ¢e se njihati lijevo i desno od polozaja stabilne ravnoteze. Neka 8 bude
kut koji nit tvori s vertikalom 1 pretpostavimo da je nit uvijek napeta, kao na slici 2.1. Takoder
pretpostavljamo da na Cesticu djeluju samo dvije sile, gravitacija i napetost niti. Razmatrajuci
komponente tih sila koje su paralelne 1 okomite na nit, paralelne sile se ponistavaju, budu¢i da

pretpostavljamo da se nit ne rasteze niti puca, dok je sila okomita na nit dana sa
Fg = —m g sinf (2.1)
gdje je g ubrzanje uzrokovano gravitacijom, negativan predznak u jednadzbi pokazuje da je

smjer sile Fg uvijek suprotan smjeru povecanja kuta otklona, gdje je 6 = 0. Kada kut otklona

raste udesno, sila djeluje ulijevo, i obrnuto. [1]

Slika 2.1. Jednostavno njihalo

Za brzinu 1 ubrzanje dobijemo:



ds do dv d?e

U:%ZZE a:E:lF (22)

Drugi Newtonov postulat kaze da je ukupna sila koja djeluje na materijalnu tocku jednaka
umnosku mase te tocke 1 ubrzanja koje to tijelo dobiva pod utjecajem te sile (2.3). [6], [7]
Jednadzba (2.4) predstavlja silu koja je jednaka masi pomnoZenoj s ubrzanjem cestice duz
kruznog luka koji predstavlja putanju Cestice, tj. pomak duz tog luka je s = [ - 8 gdje je [ duljina
niti. [§]

Fg=ma (2.3)
d?s
Fg =m F (24)

Donju jednadzbu (2.5) dijelimo s m 1 uvodimo aproksimaciju za male kutove sin 8 = 6. Za
male kutove otklona vrijedi Taylorov razvoj (2.6), jednadzba gibanja (2.7) postaje linearna

diferencijalna jednadzba

) d?6
-mgsin = ml FTo) (25)
g= g°
sin9=9—§+§—--- (26)
d?0 g
6+02260=0 (2.8)

Jednadzba (2.8) predstavlja slobodni jednodimenzijski harmonijski oscilator. Opce rjesenje

(2.9) gornje jednadzbe je
0(t) = C cos (Nt) + S sin(2t) (2.9)
konstante C 1 S odreduju se iz pocetnih uvjeta na polozaj i kruznu frekvenciju:
6(0) = 6, 6(0) = 0, (2.10)

Nakon uvrstavanja pocetnih uvjeta dobivamo sredisnju jednadzbu harmonijskog titranja. Opce

rjesenje jednadzbe

0 =6,sin(2t+P) (2.11)



gdje su 2 = \[% 1 8y 1 @ konstante koje ovise o po¢etnom pomaku i brzini njihala. Oscilacije

su sinusne s vremenom 1 nastavljaju se bez prigusenja, jer nema trenja. Oscilacije imaju kruznu
frekvenciju, (2, koja je neovisna o masi i amplitudi gibanja. Sada razmatramo numericki pristup
ovom problemu. Nasa osnovna jednadzba gibanja je diferencijalna jednadzba drugog reda (2.7),
koju Zelimo rijesiti za 8 kao funkciju od t. Zapisat ¢emo jednadzbu (2.7) kao dvije

diferencijalne jednadzbe prvog reda. [1], [3]

dw g

Frinian] 0 (2.12)
ao
T

gdje je w kutna brzina njihala. Koriste¢i Eulerovu metodu pretvaramo (2.12) u razlike
jednadzbi, koriste¢i vremenski korak At tako da je vrijeme diskretizirano s t = i At, gdje je i
cijeli broj. Neka su 6; i w; numericki aproksimirani kutni pomak i brzina njihala u vremenskom

koraku i, jednadzbe u (2.12) postaju

Wiy = Wi —% 91’ At (213)

9i+1 = 91’ + w; At

Slika 2.2 prikazuje vremensku ovisnost kuta 8 (izrazenog u radijanima) tijekom vremena u
sekundama. Ovaj graf je rezultat numeri¢kog rjesenja diferencijalnih jednadzbi s pomocu
Eulerove metode (postupak numerickog rjeSavanja koji se dobije uz pomo¢ Python koda 1
nalazi se u dodatku A). Prikazano je oscilatorno gibanje kuta 8. Amplituda oscilacija mijenja
se s vremenom, amplituda se povecava sto nije u skladu s fizikalnim ocekivanjem za idealan
sustav bez vanjskih sila i trenja. Pocetne amplitude su male, ali se povecavaju kako vrijeme
prolazi. Ovaj rast amplitude ukazuje na numericku nestabilnost Eulerove metode. Graf
pokazuje nelinearno ponasanje oscilacija. U idealnom sustavu bez vanjskih sila i trenja, ukupna
energija sustava trebala bi ostati konstantna. Oscilacije je moguce ispraviti koriStenjem manjih
vrijednosti At. Koristenjem Eulerove metode energija sustava nije ocuvana, Sto rezultira

postupnim povecanjem energije njihala s vremenom za bilo koju nenultu vrijednost At.



6 (radijani)
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Slika 2.2. 6 kao funkcija vremena za jednostavno njihalo izracunato s pomoc¢u Eulerove

metode

Za sve nenulte vrijednosti At energija raste s viemenom, pa je Eulerovo rjesenje, u tom smislu,

uvijek neispravno.

Da bismo vidjeli kako se ova nestabilnost javlja, razmatramo ukupnu energiju njihala. Energija,

E, definirana je

1
E= om Pw>+mgl(1l-cosh) (2.14)

Prvi ¢lan je kineticka energija i jednaka je % mv? gdje je v = w l. Drugi ¢lan u (2.14) je
gravitacijska potencijalna energija i1 jednaka je mgh gdje je h visina mase iznad najnize tocke

na njezinoj putanji. U granici malog theta i energija je mala

1 g
2 2 2
E—Zml (w +l 0) (2.15)

Slika 2.3 prikazuje vremensku ovisnost kuta 8 (izrazenog u radijanima) tijekom vremena u

sekundama. Ovaj graf je rezultat numerickog rjeSenja diferencijalnih jednadzbi s pomocu



Euler-Cromerove metode (postupak numerickog rjesavanja koji se dobije uz pomo¢ Python
koda 2 nalazi se u dodatku A). Prikazuje stabilne oscilacije gibanja njihala tijekom vremena.
Euler-Cromer metoda koristi novu vrijednost kutne brzine za izracun nove vrijednosti kuta, sto
rezultira boljom stabilnos¢u 1 ocuvanjem energije. Eulerova metoda nije prikladna za
dugotrajno rjesavanje oscilatornih problema jer dovodi do rasta energije 1 nestabilnosti.
Koristenjem Euler-Cromer metode graf prikazuje stabilnost i konzistentnost oscilacija,

amplituda oscilacija ostaje konstanta, sto potvrduje o¢uvanje energije. [1]

0.3

0.2 1

0.1 4

0.0 A

6 (radijani)

-0.1 1

—-0.2 1

vrijeme (s)

Slika 2.3. 6 kao funkcija vremena za jednostavno njihalo izracunato s pomoc¢u Euler-

Cromerove metode



3. PRIGUSENO, PRISILNO I NELINEARNO NJIHALO

U ovom poglavlju opisano je priguseno njihalo za tri razlicita slucaja: podprigusenje, kritino
prigusenje i prekomjerno prigusenje. Za svaki slucaj dana je jednadzba 1 izvod formula te graf.
Na kraju je opisano prisilno 1 nelinearno njihalo. Takoder prikazan je izvod za prisilno njihalo
te primjeri grafova za oba sluc¢ajeva. Svaki graf je prikazan s pomoc¢u Euler-Cromer metode u

programskom jeziku Python.

3.1. PriguSeno njihalo (Damped pendulum)
Kako bi jednostavno njihalo iz prethodnog poglavlja bolje objasnili, jednadzbi gibanja (2.7)
koja opisuje njihalo bez trenja dodat ¢emo prigusenje. Moguc¢i izvori trenja ukljucuju trenje na

lezaju gdje se nit njihala povezuje s osloncem, otpor zraka, itd. Pod pretpostavkom da je sila
prigusenje srazmjerna brzini, sila trenja koju ¢emo upotrijebiti stoga ima oblik —¢g (g), buduci

da je brzina njihala [ (%). q je parametar koji predstavlja koeficijent prigusenje, a znak minus

da ¢e se ta sila uvijek suprotstavljati gibanju njihala. Dakle, jednadzba gibanja naseg prigusenog

njihala ima oblik

@20 _ g, _do -
proasim L b (3.0)

Uvede li se konstanta 27 relacijom
0 =4
!
gornja jednadzba (3.1) moze se jednostavnije napisati
6+qh+0%0=0 (3.2)

Jednadzba (3.2) je homogena linearna diferencijalna jednadzba drugog reda s konstantnim
koeficijentima, ¢ija ¢emo rjeSenja dobiti iz eksponencijalne funkcije 8(t) = e™. UvrStavanjem

u jednadzbu (3.2) vodi do
(r2+qr+0?)e™ =0
r’2+qr+0?=0

gdje dobivamo dva kvadratna rjeSenja za r

_—at J@—4E
N 2

r

(3.3)



Izraz pod korijenom (3.3) se naziva diskriminanta, D = q2 — 402, a rjeSenja ovise o predznaku

diskriminante. Stoga postoje tri slucaja rjesenja prikazana u tablici 3.1. [4], [5]

Tablica 3.1. Tri slucaja rjesenja

D slucaj

D > 0 | Prekomjerno prigusenje

D= Kriti¢no prigusenje

D <O Podprigusenje

3.1.1. Podprigusenje (Underdamped)

Za slucaj podprigusenja kada je diskriminanta negativna, rjeSenja 1y 1 1, su kompleksna

D=q?—40%2<0

_—q+i a2 —q?

rn =

2
—q — 1402 —q?
T =
2

ey fnz—ﬁ>t (—Q—i {nz—ﬁ)ﬁ
a(t) = cle< 2 *) +cue\ ? *

Koriste¢i Eulerovu formulu u jednadzbi (3.4) dobivamo:

(3.4)

=e 2e

2
<—%+i@>t gk § fnz—ﬁt 2. _qz
e 4 = e 2 4

_at q? q2
0(t) =e 2 |(c; + cy)cos .QZ—Zt +i(c; —cy) sin QZ—Zt

A:C1+C2

B=i(c;—cp)



_qt qZ qZ
0(t) =e 2 |Acos QZ—Zt + B sin QZ—Zt (3.5)

Gornju jednadzbu (3.5) pomnozimo i podijelimo s 8, = VA% + B2

qt A 2 B 2
(t) =842 2 (9—0> cos| [N? _qZ t ]+ (9—0> sin| [02? _CIZ i
Definiramo kut ¢
A B vy A
sing = B’ cosp = 0. ang = B
_q_t qZ qZ
0(t) = 6ye 2 | sing cos| [N? s t | +cospsin| |02 i t

Sredivanjem gornje jednadzbe dobivamo konacno rjesenje (3.6) za podpriguseno gibanje koje

se javlja za dovoljno malo trenje, gdje rjesenje pokazuje oscilatorno ponasanje s frekvencijom

}.(22 = qf ,gdje N = \E , 1amplituda koja eksponencijalno opada s viemenom. [1], [2]

_at q°
0(t) = 6ye 2 sin| [0? Y t+¢ (3.6)

3.1.2. Prekomjerno prigusenje (Overdamped)

Za slucaj prekomjernog prigusenja kada je diskriminanta pozitivna, rjeSenja r; 1 1, su realna

D=g2-402>0

R
N 2

L]

T4 —~q* 42
1 = )



qa_ |q? P
()

e ze
_qt /Q_Z_z _’ﬁ_z
6(t) =e Zlcle g " 4N ? tl
A:C1
B:CZ

t /qz [a?
o(t) = e [Ae T L pgeNT tl

U slucaju kada je prigusenje izrazito veliko, sustav se ponasa kao prepriguseni oscilator. [1],
[2] U tom slucaju, rjesenje (3.7) prikazuje monotono, eksponencijalno opadanje prema

ravnoteZzi 1 moze se izraziti kao:

_<g.i ﬁ_!)Z)t
8(t) = Gpe \ TV * (3.7)
3.1.3. Kriti¢no prigusenje (Criticaly damped)
Za slucaj kriticnog prigusenja kada je diskriminanta nula, rjeSenja r; i 1, su realna
D=q?-40%2=0
L4
T2
]
= B
q q
0(t) = cye 2" +cyte 2t
q q
0(t) = cye 2" +cyte 2t
90 = Cl
C = CZ
q
6(t) = (8, + Ct)e 2" (3.8)

Jednadzba (3.8) je konac¢no rjesenje za kriticno prigusenje.

Numeri¢ki rezultati za 6(t) u sva tri sluéaja prikazani su na slici 3.1.

10
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6 (radijani)
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Slika 3.1. 8 kao funkcija vremena za priguseno njihalo za tri slucaja

Graf koji opisuje priguseno njihalo za tri slucaja prigusenja prikazan je na slici 3.1. Na x-osi
prikazano je vrijeme u sekundama, a na y-osi kut otklona njihala 8 u radijanima. Uz pomo¢
Euler-Cromerove metode prikazan je graf koji je rezultat numerickog rjesenja diferencijalnih
jednadzbi (postupak numeri¢kog rjesavanja koji se dobije uz pomo¢ Python koda 3 nalazi se u
dodatku A). Za podpriguseno njihalo rjesenje pokazuje oscilatorno ponasanje s frekvencijom 1
amplitudom koja eksponencijalno opada s vremenom uz dovoljno malo trenje. Prekomjerno
priguseno njihalo prikazuje bez oscilacija monotono, eksponencijalno opadanje prema
ravnotezi, dok kriticno priguseno njihalo prikazuje rezultat koji eksponencijalno brzo opada

prema ravnoteznom polozaju bez oscilacija. [1], [2]

3.2. Prisilno njihalo (Driven pendulum)

Prisilno njihalo je sustav u kojem se na njihalo, osim gravitacijske sile 1 sile prigusenja, djeluje
jos 1 vanjska periodicna sila (3.9). Pretpostavit ¢emo da je periodicna sila sinusoidalna s
vremenom, s amplitudom Fp 1 kutnom frekvencijom (2, (nije isto Sto 1 prirodna frekvencija

jednostavnog njihala 2). To dovodi do jednadzbe gibanja

11



P8 g o g in(Q,t) 3.9
dez 10 " Qg T oS (a9

gdje posljednji izraz predstavlja vanjsku periodicnu silu. Ova periodi¢na sila ¢e pumpati

energiju u (ili iz) sustava. Gdje je
n?=2
l
gornja jednadzba postaje linearna nehomogena diferencijalna jednadzba drugog reda s
konstantnim koeficijentima
6 + q6 + 0?0 = Fpsin(2pt)
1. Homogena jednadzba

é+q9+%9=0

Pretpostavljamo rjesenje u obliku (t) = e™
(r?+qr+0?)et =0

r2+qr+0?=0

_ —qt.q*—40?
B 2

r

D = q* — 40?% > 0, diskriminanta je pozitivna i rjeSenja 1y i1, su realna

_—q+ P
2

rn=

_Tq—q? 40

_qt fﬁ_ 2 _/ﬁ_ 2
05(t) = e Zlcle g " eV f tl

12



2. Partikularno rjesenje
Pretpostavimo partikularno rjesenje u obliku
0p(t) = c3sin(2pt) + c,cos(2pt)
0p(t) = 2pcs cos(Qpt) — 2pc, sin(Qpt)
Gp(t) = —p%cy sin(Qpt) — 0%, cos(Qpt)

—0p% ¢y sin(Qpt) — 02,%c, cos(Qpt)
= —%cy sin(2pt) — N%c, cos(Qpt) — qNpc; cos(2pt)

+ qQpc, sin(Qpt)+Fp sin(Qpt)
sin(Qpt) [—02p%cs + 2%c5 — qpcy] + cos(@pt) [-2p%cy + Q%cy + qpcs] = Fp sin(Qpt)
—p e+ BP0 — gldyey = F
—0p%c, + 0%c, + qlpc; = 0
cs(—2p% + 02) = Fy + qf2pc,

Fp + qfpcy
C3 = —2 — 2
) 0,

Fp q{dpcy
02 —0,% 02 -0,°

C3:

C4_(_.QD2 +.QZ) = _q.QDC3

F, qflpc
—anfn D + D*4

02 —0,°

—q{pFp 4 —q2p(q2pcy)
(22 -0,%)°"  (02-0,%)°

QZQDZ —qidpFp

Ccs + o —
e -0) Tt (@2 - 07

il ) 2 q*0p* _ —qpFp
* 2 _0.2Y%] (02 — 0.2)?
(02 -2,%)"/ (2% - 2°)



(2 -0,°%)

Crv =

(02 - 2,%) + g2,
(2 — 0,

.
Y2 - 0p2)" + 2002 (02 - 0,2
i —q{lpFp
Y2 - 0p%)" + q20y7]
—q{pFp
0
Fp o [(92 —0,°) +q20 2]
=gzt 02— 0,°
—q{pFp
0
Fp o [(QZ - 0°) +q%0 2]
0y 22— 0,
F q*0p°Fp
722 - 0,%)" + 20,7
e 0% —0,°
Fo (22 - 25%)" + ¢20%| - ¢20p%Fp
(22 - 0,%)" + q20,?]
= 02 —0,°
Fo|(22 = 25%)" + ¢20%| - ¢20p%F,
Ca =
T - 02(02 - 0,2) + 20,7
P22 = 05°)" + ¢205°Fy — 05’y
T 22— 02[(02 - 0,0 + 20,7
Fp(2% — 05?%)
Ca =
T (02 - 0,%) + q20,7]
FD(-QZ _-QDZ) q{pFp

0p(t) =

sin(2pt) —

(22 - 0,%)" + q20,7|

(22 - 0,%)" + q20,7]

cos(f2pt)
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RjeSavanjem diferencijalna jednadzbe, opée rjeSenje nehomogene jednadzbe, 6(t), je zbroj
rjeSenja homogene jednadzbe 64(t) i partikularnog rjeSenja, 6p(t) (3.10), nehomogene

jednadzbe, koje rac¢unamo:
B(t) = 05(t) + 6,(t) (3.10)
t — oo homogeno rjesenje eksponencijalno opada, partikularno rjeSenje ostaje nepromijenjeno
6(t) = 6p(t)
0(t) = c3sin(2pt) + ¢, cos(2pt) (3.11)

Pomnozimo i podijelimo jednadzbu (3.11) s 8y = /c3? + c,?

c

0(t) = 6, [(;—Z) sin(Qpt) + (9—‘;> cos(.QDt)]

Definiramo kut ¢

: C3 Cq C3
sing = R cosgp = 2. tang = P
0 0 4

0(t) = 6y[sing sin(Qpt) + cos¢p cos(2pt)]
Stacionarno rjesenje je

0(t) = 0, sin(Qpt + @)

90 = 4/ C32 + C4_2

2 2
6. — FD(-QZ _-QDZ) L qpFp
T @2 - 20" + 20,7 (22 - 0,%)" + q20,?]
2 2
FD(-QZ _-QDZ) qpFp

(22 - 0,%)" + q20,7| * (22 - 0,%)" + q20,?]

6o

F?(02 — 0,%)" + q20,2Fy?
(22 - 0,%)" + quZ]Z

90:
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P2 (2 - 207 + a20,°)

6o 2 2
(22 - 0,%)" + q20,7]
6o = o
b =
(22 - 2,%)" + (a0)?]
gdje je amplituda 6, dana s
F
90 = =
\[ (22 - 25%)" + (40,7
0.2
0.1
%‘ 0.0 4
s
—0.1 4
_0.2 T T T
0 5 10 15 20

vrijeme (s)

Slika 3.2. 8 kao funkcija vremena za prisilno njihalo

Na slici 3.2 je prikazan graf koji opisuje prisilno njihalo pod djelovanjem vanjske periodic¢ne
sile. Na x-osi nalazi se vrijeme (u sekundama), a na y-osi prikazan je kut otklona njihala 8 (u
radijanima). Rezultat numerickog rjeSenja diferencijalnih jednadzbi uz pomo¢ Euler-
Cromerove metode je prikazano na grafu (postupak numerickog rjesavanja koji se dobije uz

pomo¢ Python koda 4 nalazi se u dodatku A). Na grafu je prikazano da amplituda oscilacija

16



njihala s vremenom opada. Na pocetku, amplituda je veéa i oscilacije su izraZenije, ali kako
vrijeme prolazi, njihalo gubi energiju zbog trenja, sto dovodi do smanjenja amplitude. lako
dolazi do smanjenja amplitude, njihalo se i dalje oscilira oko ravnoteznog polozaja, ali s
frekvencijom koja odgovara frekvenciji vanjske sile koja djeluje na njihalo. S obzirom na to da
je frekvencija vanjske sile u skladu s prirodnom frekvencijom njihala, dolazi do rezonancije,
ako je trenje dovoljno malo ono moze uzrokovati povecanje amplitude. Na grafu se vidi da

trenje sprjecava znacajno povecanje amplitude, odrzavajuci oscilacije u stabilnom stanju. [1],
[2]

3.3. Nelinearno njihalo (Nonlinear pendulum)

8 (radijani)

vrijeme (s)

Slika 3.3. 6 kao funkcija vremena za nepriguseno njihalo
Sada ¢emo prosiriti sin@ ¢lan u (2.1), ali bez pretpostavke da je amplituda oscilacije mala.
Dobit ¢emo situaciju da se masa Cestice njihala oscilira do velikih kutova. Jednadzba gibanja

sada glasi

d’0 g o
dtz— lSlTl
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Odnosno, razmatramo nelinearno njihalo bez trenja i bez periodi¢ne sile. Buduci da ne postoji
nacin dodavanja ili uklanjanje energije ovom sustavu, ukupna mehanicka energija je ocuvana 1
njihalo izvodi periodicno gibanje. Njegov period, medutim, vise nije neovisan o amplitudi.
Pokrenuli smo njihalo s nekim pocetnim pomakom (nekim pocetnim kutom 8(0), i zatim ga
pustili ((w(0) = 0). Gibanje je periodi¢no, ali se viSe ne opisuje sinus ili kosinus funkcijom.
Period sada ovisi o amplitudi. Kada je amplituda velika, njihalo provodi dulje vrijeme u svojim
toCkama zakretanja (tocke u kojima je 8 najveca), a to ¢ini period duljim nego Sto je utvrdeno

za male amplitude.

Graf koji opisuje nepriguseno njihalo prikazan je na slici 3.3. Na x-osi prikazano je vrijeme (u
sekundama), a na y-osi kut otklona njihala 6 (u radijanima). Uz pomo¢ Euler-Cromerove
metode prikazan je graf’koji je rezultat numerickog rjesenja diferencijalnih jednadzbi (postupak
numerickog rjesavanja koji se dobije uz pomo¢ Python koda 5 nalazi se u dodatku A). Rezultat
rjeSavanja prikazuje na grafu da je amplituda oscilacije konstantna jer nema prisutnog

prigusenja koje bi smanjilo energiju sustava. [1]
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4. ZAKLJUCAK

U ovome radu prikazano je numericko rjesavanje diferencijalnih jednadzbi za jednostavno,
priguseno, prisilno i1 nelinearno matematicko njihalo. Rjesavaju¢i jednadzbe jednostavnog
njihala uz pomo¢ Eulerove metode dobili smo povecanje amplitude sto nije u skladu za sustav
bez vanjskih sila 1 trenja, gdje smo mogli zakljuciti da rast amplitude ukazuje na nestabilnost
Eulerove metode, takoder ukupna energija bi trebala ostati konstanta ali u ovom slucaju energija
sustava nije o¢uvana. Uvodenjem Euler-Cromerove metode za rjesavanje jednadzbi dobivamo

stabilne oscilacije amplitude i ocuvanje energije.

Diferencijalne jednadzbe prigusenog njihala za tri razli¢ita slucaja rijeSene su uz pomo¢ Euler-
Cromerove metode. Za podpriguseno njihalo koje se javlja za dovoljno malo trenje, rjesenje
pokazuje oscilatorno ponasanje s frekvencijom 1 amplituda koja eksponencijalno opada s
vremenom. Rezultat rjeSenja za prekomjerno priguseno njihalo prikazuju monotono,
eksponencijalno opadanje prema ravnotezi, dok kritino priguseno njihalo prikazuje rezultat

koji eksponencijalno brzo opada prema ravnoteznom polozaju bez oscilacija.

Prisilno njihalo rezultat je rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi uz pomo¢ Euler-Cromerove
metode. Za prisilno njihalo dobiveno je da amplituda opada s vremenom, na pocetku amplituda
je veca ali kako vrijeme prolazi zbog trenja njihalo gubi energiju §to dovodi i do smanjenja
amplituda, dolazi do rezonancije jer je frekvencija vanjske sile u skladu s prirodnom
frekvencijom njihala. Mozemo zakljuciti kako trenje sprjeCava znacajno povecanje amplitude,

odrzavaju¢i oscilacije u stabilnom stanju.

Uz pomo¢ Euler-Cromer metode rijeSena je diferencijalna jednadzba nelinearnog njihala ¢iji su
rezultati oscilacije amplitude konstantne jer nema prisutnog prigusenja koje bi smanjilo

energiju sustava.
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DODATAK A
Python kod 1 6 kao funkcija vremena za jednostavno njihalo izracunato s pomocu Eulerove

metode

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

1 #
S)retl

theta® = np.radians(10)
omegao (%] :

pocetno_vrijeme = @ # p

konacno_vrijeme = 10 #

delta t = 0.04 1

broj koraka = int((konacno_vrijeme-pocetno vrijeme)/delta t)

omega = np.zeros(broj koraka)
theta = np.zeros(broj_koraka)
= np.zeros(broj koraka)

theta[0] thetao
omega[9] omegao #

i in range(broj koraka-1):

omega[i+1l] = omega[i] - (g/l)*theta[i]*delta t
theta[i+1] = theta[i] + omega[i]*delta t
t[i+1] = t[i] + delta_t

.plot(t,theta)

.xlabel( '$vrijeme$ (s)')
.ylabel('$6$ (radijani)')
.x1im(0,10)

.ylim(-2,2)

.yticks([-2, -1, o, 1, 2])
.margins(0)

.legend()

.grid()

.show()
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Python kod 2 6 kao funkcija vremena za jednostavno njihalo izra¢unato s pomocu Euler-

Cromerove metode

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

1
9.81 ¢

theta® = np.radians(10) # poc
omegao @ # pocetna kutna

pocetno_vrijeme = 0 # | j

konacno_vrijeme = 10 # konacno vrijeme

delta t = 0.04 1 (i interv:

broj koraka = int((konacno_vrijeme-pocetno_vrijeme)/delta t)

omega = np.zeros(broj koraka)
theta = np.zeros(broj koraka)
t = np.zeros(broj koraka)

theta[9] thetao
omega[9] omegao #

i in range(broj koraka-1):

omega[i+l] = omega[i] - (g/l)*theta[i]*delta t
theta[i+1] = theta[i] + omega[i+1l]*delta t
t[i+1] = t[i] + delta_t

.figure(figsize=(8, 6))
.plot(t,theta)
.xlabel('$vrijeme$ (s)')
.ylabel('$6$ (radijani)‘)
.x1lim(0,10)
.ylim(-0.3,0.3)
.margins(0)

.legend()

.grid()

.show()




Python kod 3 6 kao funkcija vremena za priguseno njihalo za tri sluc¢aja prigusenja izracunatih

s pomoc¢u Euler-Cromerove metode

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

L= j )
g = 9.8 # gravitacijsko ul
g_vrijednosti = [5, 10, 1]

theta® = np.radians(10)
omegao 0 # ‘ 1a k

pocetno_vrijeme = 0 %

konacno_vrijeme = 10 #

delta t = 0.04 ki int u sekt Ima

broj koraka = int((konacno vrijeme - pocetno_vrijeme) / delta t)

omega = np.zeros((len(g_vrijednosti), broj koraka))
theta = np.zeros((len(q_vrijednosti), broj koraka))
np.zeros((len(q_vrijednosti), broj koraka))

for j, q in enumerate(q_vrijednosti):
omegal[j, @] = omegao
theta[]j, @] = thetao

for 1 in range(broj koraka - 1):
omegal[j, i+1] = omegal[j, i] - ((g/l) * theta[j, i] + q * omega[]j, 1])
* delta t
theta[]j, i+1] = theta[j, i] + omega[j, i+1] * delta t
t[j, i+1] = t[j, i] + delta t

plt.figure(figsize=(8, 6))

labels
forNg) in enumerate(q_vrijednosti):
if ;
.plot(t[j], theta[j], label=f'podprigusenje")
labels.append(f'podprigusenje’)
elif q == 5:
plt.plot(t[j], theta[j], label=f'kriticno priguSenje')
labels.append(f'kritic¢no prigusenje')
elif q == 10@:
plt.plot(t[j], theta[j], label=f'prekomjerno prigusenje')
labels.append(f'prekomjerno prigusSenje')




.xlabel('$vrijeme$ (s)')
.ylabel('$6% (radijani)')
.x1im(0,10)

.ylim(-0.2, 0.2)
.yticks(np.arange(-0.2, 0.3, 0.1))
.margins(0)

.legend(labels)

.grid()

.show()

Python kod 4 0 kao funkcija vremena za prisilno njihalo izraCunato s pomoc¢u Euler-

Cromerove metode

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

=1 H# ¢

=NOoN8

= 1.0 #

= 0.2
omega d = 2.0 ¢

theta@ = np.radians(10) # poc
omegad = 0 # atna kutna

pocetno_vrijeme = 0@

konacno_vrijeme = 20 ¢

delta t = 0.01 1 \ terval u sekunda

broj koraka = int((konacno_vrijeme-pocetno vrijeme)/delta t)

omega = np.zeros(broj koraka)
theta = np.zeros(broj koraka)
t = np.zeros(broj koraka)

theta[9] thetao
omega[Q] omegao

for 1 in range(broj koraka-1):

omega[i+1l] = omega[i] - ((g/l)*theta[i]+g*omega[i]-
F*np.sin(omega d*t[i]))*delta t

theta[i+1] = theta[i] + omega[i+1l]*delta t

t[i+1] = t[i] + delta_t

plt.figure(figsize=(8, 6))




.plot(t,theta)

.xlabel( '$vrijeme$ (s)')
.ylabel('$6$ (radijani)‘)
.x1im(0,20)

.ylim(-0.2,0.2)
.xticks(np.arange(®, konacno_vrijeme + 1, 5))
.yticks(np.arange(-0.2, 0.3, 0.1))
.margins(0)

.legend()

.grid()

.show()

Python kod 5 6 kao funkcija vremena za nepriguseno njihalo izracunato s pomocu Euler-

Cromerove metode

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

thetao
omegao

theta® isprekidana = 2.82 # Poce

pocetno_vrijeme = 0@

konacno_vrijeme = 10

delta t = 0.01 1 (i inte 2K IM:

broj koraka = int((konacno_vrijeme-pocetno_vrijeme)/delta t)

omega = np.zeros(broj koraka)
theta = np.zeros(broj koraka)
t = np.zeros(broj koraka)

omega_isprekidana = np.zeros(broj koraka)
theta_isprekidana = np.zeros(broj koraka)

theta[9] thetao
omega[9] omegao

theta isprekidana[@] theta@_isprekidana
omega_isprekidana[@] omegao




for i in range(broj koraka-1):
omega[i+1l] = omega[i] - ((g/l)*np.sin(theta[i]) + g*omega[i])*delta t
theta[i+1] = theta[i] + omega[i+l]*delta t
t[i+1] = t[i] + delta_t

omega isprekidana[i+1l] = omega_isprekidana[i] -
((g/1)*np.sin(theta_isprekidana[i]) + g*omega_ isprekidana[i])*delta t

theta_isprekidana[i+1] = theta_isprekidana[i] +
omega_isprekidana[i+1]*delta_t

plt.figure(figsize=(8, 6))
plt.plot(t, theta)

plt.plot(t, theta isprekidana, 'r--')
plt.xlabel('$vrijeme$ (s)')
plt.ylabel('$6$% (radijani)')
plt.xlim(e, 10)

plt.ylim(-4, 4)
plt.yticks(np.arange(-4, 5, 2))
plt.margins(0)

plt.legend()

plt.grid()

plt.show()
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