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Sazetak

Gibanje krutog tijela u trodimenzijskom prostoru sastoji se od translacije odredene tocke (najcesce
je to srediste mase) i vrtnje oko osi koja prolazi tom tockom. Kako bi se poblize moglo proucavati
stabilne i nestabilne osi vrtnje, potrebno je generalno poznavati vrtnju tijela, moment tromosti
krutog tijela, te se upoznati sa Eulerovim jednadzbama. lako je teorijska podloga postavljena cak
stolje¢e prije toga, fizicku manifestaciju nestabilnosti osi vrtnje primijetio je Vladimir
Aleksandrovi¢ Dzanibekov 1985. u svemirskoj postaji, te je taj ucinak i dobio ime prema ruskom
astronautu koji ga je prvi prepoznao. Pomocu Eulerovih jednadzba kao analiticko rjesenje, te
Poinsotove konstrukcije koja predstavlja geometrijsko pojasnjenje, pokazat ¢emo fiziku iza ovog

fenomena.
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Abstract

Motion of a rigid body in a three-dimensional space consists of translation of a certain point of a
body (in most cases center of mass), and rotation around an axis through that point. To closely
observe stable and unstable rotation, one must first have general knowledge on rigid body rotation,
moment of inertia, and Euler’s equations. Even though Euler set the foundation for rigid body
dynamics, physical manifestation of the unstable rotation axis hasn’t been known until 1985, when
Russian astronaut Vladimir Aleksandrovich Dzhanibekov noticed the effect, and so the effect was
named after him. With the help of Eulers equations as analitic solution, and Poinsots construction

as geometrical solution, we will show the physics behind this phenomenon.
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1. Uvod

Dinamiku krutog tijela razvio je Leonhard Euler sredinom 18. stolje¢a. Jednadzbe kruznog gibanja
krutog tijela nazivamo Eulerovim jednadzbama. Takoder, iz osnovnih jednadzba izveo je i
jednadzbe kruznog gibanja bez prisutnosti zakretnog momenta. Promatrat ¢emo tijela sa tri
razli¢ita momenta tromosti koja se vrte oko osi bez prisutnosti zakretnog momenta. Prilikom
boravka u svemirskoj postaji, ruski astronaut Vladimir Aleksandrovi¢ Dzanibekov primijetio je
nestabilnost u vrtnji leptir matice oko jedne od osi vrtnje u bestezinskom stanju. Kasnije je ovaj
ucinak uocen kod mnogih tijela koje imaju tri razli¢ita momenta tromosti, te je uz naziv koji mu
je pridodan prema ruskom astronautu (Dzanibekov teorem) dobio 1 naziv fenomen teniskog reketa,
kako se pomocu teniskog reketa fenomen moze jasno demonstrirati. Opcenito, gibanje krutog tijela
u trodimenzijskom prostoru sastoji se od translacije materijalne tocke tijela, te njezine vrtnje oko
zadane osi. Kako se u navedenom ucinku ne pojavljuje translacija, teorijski ¢emo potkrijepiti samo

sa vrtnjom krutog tijela.

2. Otkric¢e fenomena

Vladimir Aleksandrovi¢ Dzanibekov poznati je ruski astronaut. Tijekom svojeg petog i
posljednjeg putovanja u svemir, radio je na zaprimanju zaliha poslanih sa Zemlje. Sva poslana
roba bila je ucvrséena da bi se smanjila vjerojatnost oste¢ivanja robe. Posao oslobadanja uc¢vrséene
robe bio je prili¢no naporan, te je astronaut pokusao ubrzati i olaksati proces. Prilikom otpustanja
matice, prenio je dovoljan impuls sile kako bi se matica u potpunosti otpustila sa vijka. Nakon sto
se matica otpustila, nastavila je brzo vrtjeti u bestezinskom stanju, te je Dzanibekov primijetio
zanimljivu pojavu. Pri zadanoj vrtnji u bestezinskom stanju, leptir matica je neko vrijeme rotirala
stabilno, no tada je sustav naglo promijenio orijentacijsku os za 180 stupnjeva. Ustanovio je kako
se ova pojava periodicki ponavlja, bez ikakve primjene vanjske sile. Ovaj fenomen privukao je
paznju brojnih znanstvenika, pa je tako proizasla i nova hipoteza. Zemlja, poput leptir matice kod
koje je efekt prvi put primijecen, takoder izvodi sli¢an okret, no ima period od otprilike 12 000
godina. Sa teorijske strane, ova pojava nije bila nista novo. Leonhard Euler postavio je jednadzbe

koje opisuju ovakvo gibanje mnogo prije nego je primijecena sama fizicka manifestacija.



3. Gibanje krutog tijela

Prema Chaslesovom teoremu, svako gibanje krutog tijela sastoji se od translacije materijalne
tocke, te vrtnje te tocke oko zadane osi koja prolazi tom tockom. Prema teoremu problem je
moguce odvojiti na dva dijela, te se posebno baviti prou¢avanjem translacijskog dijela gibanja i
posebno vrtnjom. Potrebno je Sest koordinata kako bi se opisalo gibanje krutog tijela: tri koordinate
Kartezijevog koordinatnog sustava koje su vezane za tijelo 1 opisuju translacijski dio gibanja, te
tri Eulerova kuta kako bi se opisalo gibanje oko nepomicne tocke. Ako za ishodiste koordinatnog
sustava vezanog za tijelo odaberemo srediSte mase, tada je ukupni moment sile M podijeljen na
doprinos translacije sredista mase 1 vrtnje oko srediSta mase. Na slican nacin ukupnu kineticku

energiju dobivamo kao zbroj doprinosa dan kao
Ek = %mvz + E],((¢p evlp) )]

gdje je prvi ¢lan s desne strane kineticka energija tijela ¢ija je masa sadrzana u sredistu mase, dok
je drugi ¢lan kineticka energija gibanja oko srediSta mase. Vazno je napomenuti kako je jedno od
vaznih ograni¢enja krutog tijela da se sve tocke tijela gibaju 1 vrte zajedno, Sto vrlo lako
dokazujemo na slijede¢i nacin. Neka su 7 i 7, vektori poloZaja za dva razlidita ishodista

koordinatnih sustava vezanih za tijelo. Vektor 7 definiramo kao:

- -

FZ?Z-TI —> T'2=7_”)1+7

Ako uzmemo ishodiste koordinatnog sustava (x5, ¥, Z5) kao to¢ku koja je u ovisnosti o ishodistu
prvog koordinatnog sustava (xi,V;,2;) , tada je vremenska derivacija vektora 7, relativna u

odnosu na prostorne koordinatne osi dana sa

A CAWCANCATI .
dt |~ \ dt dt)  \dt ootk (1)



s

X

Slika 1. Odnos radij vektora za dva razli¢ita koordinatna sustava vezana za tijelo

gdje je @, kutna brzina pri vrtnji oko osi koja prolazi ishodiitem koordinatnog sustava sa

indeksima 1, dok c¢lan sa vektorskim umnoskom proizlazi iz odnosa brzina za dva razlicita

koordinatna sustava, u ovom slucaju sustav vezan za tijelo 1 prostorni sustav

dr
dt

_dt
T dt

In

+wXFT.

Nein

Na isti na¢in dolazimo do vremenske derivacije vektora 7;

AR _ (dis) _(dF\ _ (4R _ . ,
dt ]~ \ dt dt)  \dt W2 2T )

Uvrstavanjem jedne jednadzbe u drugu slijedi



Svaka promjena kutne brzine u dvije proizvoljne tocke mora se odvijati u smjeru poveznice dvaju
koordinatnih sustava. Ako pretpostavimo da je vektorsko polje & konstantno, gornja jednakost bit

¢e zadovoljena ako su vektori @, i @, jednaki
Wy = dy,
odnosno, kutna brzina je jednaka za sve koordinatne sustave vezane za tijelo.
Pri vrtnji krutog tijela oko jedne nepomicne tocke, za ukupni moment koli¢ine gibanja tijela vrijedi

N
L= Zmi(ﬁ' X V),
=

i

gdje je 7; vektor poloZaja, a U; brzina i-te tocke tijela. Kako je vektor polozaja vezan za sustav
vezan za tijelo, brzina ¥; u odnosu na prostorni koordinatni sustav proizlazi isklju¢ivo iz vrtnje

tijela oko nepomicne tocke

X 7.

gl

S
v =
Sada ukupni moment koli¢ine gibanja mozemo zapisati kao

= Zmi[(ﬁ' X (@ x 7)].

N
i=1

Nakon vektorsko-vektorskog umnoska uz primjenu identiteta

ix(Bx@) =(A¢)B-(AB)¢

dolazimo do izraza



o, 117
o)
2

g
p—
L —

=¥ 5.2
L =Zmi[5n .

N
i=1

Raspisivanjem momenta koli¢ine gibanja po x komponenti dobivamo

N N N
L. =g m;@?—x?)—w mx;y; — WX %
x x i\ly i 'y iXiYi z iXiZj -
i=1 i=1 i=1

Dijelove jednadzba sa desne strane jednakosti koji se nalaze unutar zbroja prepoznajemo kao

elemente matrice tenzora tromosti, te mozemo pisati
Ly = Liywy + Ly + 1,00,

Na slican nacin dolazimo do preostale dvije dijagonalne komponente matrice tenzora tromosti

N N N
— 2 2
Ly, = wy Z mpyixX; — Wy Z m;(rf — y{) — w, z m;yiz;
i=1 i=1 i=1

= lyywy + Ly, + 1,0,

N N N
— 2 2
L, = wy Z m;zix; — Wy Z m;z;y; — Z m;(r{* — z{')

= Loy + Lyw, + 1,0, .

Elemente I}, ; za koje je k =1 prepoznajemo kao momente tromosti, dok elemente za koje je k # [

prepoznajemo kao umnoske tromosti (devijacijski ili centrifugalni momenti).

3.1. Tenzor tromosti

U prethodnom odjeljku raspisom momenta koli¢ine gibanja po komponentama prepoznali smo

momente tromosti koji su dani izrazima

N
Ly = Z(riz - xiz)mi,
i=1



N
Ly, = Z(riz - yiz)mi,
i=1

N
Izz = Z(riz - Ziz)mi.
i=1

Gornji izrazi vrijede za diskretno rasporedenu masu tijela. Za tijela sa kontinuiranom raspodjelom

mase, te ako znamo da vrijedi dm = p,, dV, zbroj prelazi u volumni integral sa volumnom

masenom gusto¢om p,, (7)1

L = [, pu@ (2 —x2) aV,
yy = fVPm(F)(TZ —y?)dv,
La= [, pm@®@? = 22)dV.

Elemente sa umnoscima prepoznali smo kao umnoske tromosti u obliku

N

y = Iyx = _inyimi . —f xydm = —f P (Pxy dV,

i=1

Ly

N
Iyz = Izy = _Zyizimi = _fyde = _f pm(?)yZdV'
i=1

N

L, = ‘Z xizgm; = —[ xzdm = —[ p,(P)xz dV.

i=1
Ako ozna¢imo koordinatne osi sa xj, j = 1,2,3, momente i umnoske tromosti moZemo opcenito

prikazati izrazom
Ii,j = fV Pm (F) (1"261"]' — xl'x]') av

gdje je §; j Kronecker delta definirana kao

’ v e =2 . ’ .. v g . Ve - W w:
! Volumnu masenu gustoéu p,,, oznaéavamo kao funkciju od 7* jer gustoca tijela moZze biti razli¢ita u razlicitim
tockama tijela.



5 = { 1, zai=j
BT 0, zai #j
Momenti i umnosci tromosti zajedno ¢ine tenzor drugog reda koji se naziva tenzor tromosti, te ga

u matricnom obliku prikazujemo kao

Ixx Ixy Ixz
lyx lyy Iy | )
sz Izy Izz
Fizikalno, momenti tromosti razmjerni su radu koji treba utrositi da bi se tijelu zadala vrtnja oko
neke osi. Da bi shvatili fizikalno znacenje umnozaka tromosti moramo se prisjetiti da na svaku

cesticu mase m koja se vrti djeluje centrifugalna sila dana sa
F= mdg,r = —ma X (& X 7).

Ako su Cestice tijela rasporedene simetri¢no u odnosu na os vrtnje, rezultantna sila biti ¢e jednaka
nuli, no ako su Cestice nesimetricno rasporedene u odnosu na os vrtnje dobiva se rezultantna sila
koja nije jednaka nuli, te ima smjer okomit na smjer vrtnje. U tom slucaju ova sila izaziva promjenu

smjera osi vrtnje tijela. Provjerimo ovu tvrdnju slijede¢im postupkom:

Neka se tijelo u pocetnom trenutku vrti oko osi @ , te neka je koordinatni sustav postavljen tako

da kutna brzina ima smjer koordinatne osi z

= weé,.

€l

Ukupan moment centrifugalnih sila svih Cestica koje ¢ine kruto tijelo racuna se kao
N N
Mcf:ZFiXFi,cf = —Zmi?iX[JX(anFi)].

Ako primijenimo identitet vektorsko — vektorskog umnoska dan kao
ix(Bx&) =(ié)B—-(AB)¢C,

za ukupan moment sila dobivamo



N
My = —Zmiﬁ- X [(@7) & - w?ry] = —Z m[(@ 7) (7 x @) — w?(7 x )] .

i=1 i=1

Vektorski umnozak radij vektora 7; sa samim sobom je nula, pa preostaje

|

<

- m; (wzi)(xiéx + yie?y + Zl-é)z) X wé,

N
cf =

i=1

N
= Z mi(a)zi)(éxyiw — éyxl-a))
i=1

N N

_ - 2 - 2 _ 2 - -

=—e,w Zmi ViZi+ €, w Zmi X zi = 0° (exly; — ey ly;)
i=1 i=1

=Mrxex— Mgy e, .

1z rezultata mozemo vidjeti da preostaju isklju¢ivo ¢lanovi u x 1y smjeru, te smo time potvrdili da
centrifugalni momenti zakrecu tijelo u okomitom smjeru u odnosu na zadanu os vrtnje. Kako bi
tijelo imalo stalni smjer vrtnje oko zadane osi, potrebno je vanjskim silama fiksirati os vrtnje.
Ukoliko su centrifugalni momenti jednaki nuli, tada je dovoljno tijelo fiksirati u jednoj tocki da bi

se trajno vrtjelo oko zadane osi.

Nakon dobivenog oblika tenzora tromosti, moment koli¢ine gibanja po komponentama

Kartezijevog koordinatnog sustava mozemo zapisati u slijedecem obliku

L = Ly 6y + Ly 0y + L 005 5

xy Py
L, =1L, we+ L, 0, + I, w;, (5)

L,=Lywy+ I, 0, + I, @,.
Gornji sustav moze se zapisati kao matricna jednadzba sa tenzorom tromosti danim u obliku (4)

L=1&.



3.2. Kineticka energija vrtnje krutog tijela

Kineticku energiju vrtnje mozZemo zapisati kao zbroj kinetickih energija svih Cestica tijela

1w v 1w
— =2 __ = N - — -
Ek,vrt—i § mivi_zémivivi—z Emivi(wxn)
i=1 i=1

i=1
N
1 — o - 1 o= 4 1
Expre = Ez m; & (7, X v;) = 2 wl= 2 (wax + w, L, + szz).

Ako u izraz za kineticku energiju uvrstimo izraze za komponente momenta koli¢ine gibanja iz (5),

slijedi
1 2 2 2
Ep ot = > [Ixx Wy + Ly 0y + L 0, + 2 Ly 0y 0y + 2L, 0 0, + 21, 0y, wz] ;

U gornjem izrazu umnosci tromosti pojavljuju se dvostruko zbog simetri¢nosti tenzora tromosti,

odnosno umnozaka tromosti ( Iy, = Iy, itd.).

3.3. Sustav glavnih osi krutog tijela

U odjeljku 3.2. pokazali smo da postoji simetrija centrifugalnih komponenta tenzora tromosti
(Lyy = Lyx,..) . Mozemo zakljuciti da od ukupno devet komponenta tenzora tromosti, Sest je
nezavisnih. Takoder je pokazano kako ovisno o tome kakav je polozaj tijela u odnosu na os vrtnje,
zbog simetrije moze do¢i do iSCezavanja centrifugalnih momenata tromosti. Zbog simetrije
centrifugalnih momenata tromosti i tenzor tromosti mora biti simetrican. Osim §to je matrica
tenzora tromosti simetri¢na, takoder je realna i konacna. Svaku simetricnu, konacnu i realnu
matricu mozemo dijagonalizirati. Postupkom dijagonalizacije matrice tenzora dobivamo
svojstvene vrijednosti 1 svojstvene vektore sustava. Svojstvene vrijednosti nazivamo glavnim
momentima tromosti (I,1, i I5). Svojstveni vektori pridruzeni svojstvenim vrijednostima
nazivamo glavnim osima krutog tijela. Postupak dijagonalizacije poznat je iz linearne algebre;

trazimo svojstvene vrijednosti za koje vrijedi slijedeca jednakost

M-v=12-v - [M-I11]v=0,



gdje je M zadana matrica, ¥ svojstveni vektori, I jediniéna matrica®, a A svojstvene vrijednosti.

Svojstvene vrijednosti za koje vrijedi dana jednakost trazimo preko slijede¢e determinante
Det[M — 11] =0.

U nasem slucaju, trazimo determinantu slijedeceg sustava

Ixx Ij Ixy Ixz
Iyx Iyy =1 Iy, [=0.
Ly Izy I, — Ij

Raspisivanjem determinante dobivamo sustav tri jednadzbe s tri nepoznanice, te rjeSavanjem
dolazimo do tri svojstvene vrijednosti, odnosno tri glavna momenta tromosti. Tada su svojstveni

vektori €;, €, i €; pridruzeni svojstvenim vrijednostima glavne osi krutog tijela.

3.4. Elipsoid tromosti
Promatrajmo tijelo koje se giba u sustavu glavnih osi. Moment koli¢ine gibanja tijela i kineticka

energija vrtnje u sustavu glavnih osi poprimaju jednostavan oblik

L= Lw,(t)é; + Lw,(t)é; + Lws(t)és,
1
Eyvre. = 2 (w1L1 + wyL, + w3ls) .

Moment koli¢ine gibanja raspisan po komponentama je

L, = Low,(t),
L, = Lw,(t),
L3 = 13w3(t) g

Ako gornje komponente uvrstimo u izraz za kineticku energiju vrtnje dobivamo slijede¢i izraz
1. 2 2
Eyvre. = > (w1l + w3l + w3l3) .

Promatrajmo kutove koje vektor osi vrtnje zatvara sa svakom od glavnih osi. Skalarni umnozak

pojedine glavne osi sa osi vrtnje daje nam kosinus kuta koji smjer glavne osi zatvara sa osi vrtnje

2 Dijagonalna matrica &iji su dijagonalni elementi jedinice.
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éw-éjzwcos(éw-gj).

Pomocu ovakvog zapisa, kineticka energija vrtnje poprima novi oblik

1
[ w? cos?(é, - €)1, + w? cos?(é, - &,) I, + w? cos?(é, - &;) I;] = Elwwz ,

N| =

Expre. =
gdje je I,, moment tromosti u odnosu na os vrtnje izrazen preko glavnih momenata tromosti

1, = cos?(é, - €)1, + cos?(é, - &)1, + cos?(é, - &;)1; .
Istim postupkom mozemo odrediti moment tromosti u odnosu na bilo koju proizvoljnu os vrtnje,

a tako 1 u odnosu na inercijski sustav. Prvo moramo definirati kutove koje osi inercijskog sustava

zatvaraju sa smjerom osi vrtnje.

€, €y = wcos(e, - e,), B 6y = w cos(é, - 5y),

€, €, =wcos(é,-e,).

Oznacimo s a kut koji x koordinata inercijskog sustava zatvara sa smjerom osi vrtnje,  kut koji
y koordinata zatvara sa smjerom osi vrtnje, te y kut koji z koordinata zatvara sa smjerom osi vrtnje.
Moment tromosti u odnosu na inercijski sustav je tada (prisjetimo se da za razliku od slucaja kada
promatramo moment tromosti u odnosu na glavne osi, gdje su centrifugalni momenti jednaki nuli,
u slucaju momenta tromosti u odnosu na inercijski sustav centrifugalni momenti ne moraju biti

jednaki nuli)

I = Liycos*a + I,,,cos?B + I,,cos’y + 2 I, cosa cosB + 2 I,cosa cosy +

2 I,,cosp cosy,

1
Exvre = 2 |w,2Lycos?a + w2, c0s2B + w,2,,c08%y + wy wy 2 I, cosa cosf

1
+ Wy w, 2 I,cosacosy + wy, w, 2 I,,cosp Cosy] = 5 T w2

Ako podijelimo izraz za moment tromosti sa I, te uvedemo novi vektor definiran kao

"
€, ., cosa  cosB  cosy

7 €y 7 + & 7 + e27= (e + (yéy+ {,€,,

J=
dolazimo do izraza koji prepoznajemo kao jednadzbu elipsoida
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1=+ GGy + Gl + 208, Ly + 28001 + 28,031y,

Ako se pravokutni koordinatni sustav zakrene tako da se podudara sa sustavom glavnih osi, tada

jednadzba elipsoida postaje

1= (1211 + (2212 il (:313-

3.5. Eulerove jednadzbe gibanja krutog tijela

Leonhard Euler (15. travnja 1707. — 18. rujna 1783.) bio je poznati Svicarski fiziCar i matematicar,
koji je dao znacajne doprinose brojnim podruc¢jima matematike i fizike, te je ostavio nasljedstvo
od preko 500 knjiga i zapisa. Vrlo znacajan doprinos znanosti dao je razvojem dinamike krutog

tijela, gdje dolazimo 1 do jednog od vaznijih doprinosa; jednadzbama gibanja krutog tijela.

U daljnjem racunu koristimo koordinatni sustav glavnih osi. Neka se tijelo pod utjecajem momenta

vanjskih sila M vrti kutnom brzinom &(t) oko osi €. Ako su &;(t) kutne brzine u smjerovima

glavnih osi tijela, tada je ukupni moment koli¢ine gibanja dan kao

Z = Ilwl(t)§1 + Iz(,()z(t)éz + Ig(l)g(t)ég .

Slika 2. Koordinatne osi inercijskog 1 neinercijskog sustava [3]
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Iz gornje jednadzbe vidimo da je u sustavu vezanom za tijelo samo kutna brzina promjenjiva u
vremenu t. Brzinu promjene koli¢ine gibanja u inercijskom sustavu dobivamo pomocu brzine

promjene koli¢ine gibanja u neinercijskom sustavu kao

dL
dt

_dL
- dt

in

4 % L.

nein

Vremenskom derivacijom momenta koli¢ine gibanja u neinercijskom sustavu dobivamo

dL

= Ild)lé)l + Izd)zéz + 13(,(.)353

nein

+ (wi€; + w8, + w3€3) X ([{w,é; + Lw,e, + ;ws€s3).

Konacno, nakon vektorskog mnozenja zadnje dvije zagrade u izrazu s desne strane, te grupiranjem

clanova prema glavnim osima, dolazimo do izraza

dL

datl = éill oy + (I — L) w,ws] + &;[La, + (I — Hw ws] + &[l303 + (I, — [Dw; w,].
in

Takoder, vremenska promjena momenta koli¢ine gibanja jednaka je zbroju svih momenata
vanjskih sila koje djeluju na tijelo, te one djeluju u vanjskom (inercijskom) sustavu koji nije vezan

za tijelo

dL
dtl|.
mn

= M = Mlél + Mzéz + M3é3 .

Izjednacavanjem gornja dva izraza dolazimo do sustava jednadzbi
L, + (3 — L)wzw, = M
Lo, + (I, — )w,ws = M,,

Loz + (I — L)w,w, = M,

koji predstavlja Eulerove jednadzbe gibanja krutog tijela. To je sustav tri nelinearne diferencijalne
jednadzbe prvog reda. Potpuna i jedinstvena rjesenja dobivamo zadavanjem pocetnih uvjeta brzine

vrtnje u trenutku t=0
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(1)1 (0)1 (1)2 (0), (1)3 (0) .

3.6. Konstante gibanja

Konstante gibanja Eulerovih jednadzbi dobivamo promatranjem gibanja tijela uz odsustvo
vanjskih sila. Moment vanjskih sila ¢e biti jednak nuli ukoliko nema ucinka vanjskih sila, osim u
tocki oslonca. Poznato je da vremenskom derivacijom momenta koli¢ine gibanja dolazimo do

momenta vanjskih sila

S obzirom da je moment vanjskih sila jednak nuli, moment koli¢ine gibanja je konstantan, odnosno

ima konstantan smjer 1 konstantan iznos (kako je vektorska veli¢ina)

L = konst.= L, —2 = konst., L= [I2+ 12+ 2.
|L,| g
0

Pravac na kojem lezi konstantan vektor momenta koli¢ine gibanja nazivamo invarijantna linija.

S~ e

Promotrimo sada Eulerove jednadzbe uz isti uvjet

Loy + (5 - L)wsw, =0 /-,

Lo, + (I, - Lw,ws =0 [/ w, ,

Loz + (; - IDww, =0 /- w; .
Ako dobivene jednadzbe medusobno zbrojimo dolazimo do slijedeceg izraza
Lww, + (I3 — L)wsw,0, + Lwy,w, + (I — L)wiwsw, + Lowsws + (I, — [ wsw,w; = 0.
Izlu¢imo w; w;w, te dobivamo slijedece

Lww, + Lo,w, + Losws; + Iz — L+ — I3+, —,)wsw,w, =0.
Clan u zagradi jednak je nuli te preostaje

Lwiw, + Lwy,w, + [;wzw; = 0.
Gornju jednadzbu mozemo zapisati na slijedeci nacin
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1 dw,? , 1 dw,? 1 dws?

Lwiw, = 2117' Lwyw, = 5127 ) Lwzw; = 513 g5
11 da)12+ 11 dw22+ 11 dws? _B
2t dt 2% dt 2% dt
L de,? dw,? dws? dEy yre.
S|1h + I e + I 7| = d;r =0 - Eyue = konst.
Kako znamo da vrijedi Ej ;¢ = %GZ)O = konst. , zakljuCujemo da i projekcija osi vrtnje na stalni

vektor Zo mora biti konstantna. Vrh vektora tijekom vremena opisuje krivulju na ravnini koja je

okomita na konstantan vektor Zo. O navedenoj krivulji (herpolhoda) nesto vise u odjeljku 5.

Ravninu po kojoj vrh vektora osi vrtnje opisuje krivulju nazivamo invarijantnom ravninom.

3.7. Newtonova jednadzba gibanja sredista mase

Prema slici 2 radij vektor ima oblik
tt) = xé, + yeé, + z&,
Kako bi dobili brzinu sredista mase, deriviramo radij vektor po vremenu

3 d7(t)
i

v(t)

= %€, +yé, +2é,
Ako ukupnu masu tijela oznac¢imo s m, tada je utjecaj gravitacijske sile na tijelo
m(t) = -mgé,.

U slucaju Dzanibekovih pokusa u svemiru, gravitacijsko ubrzanje iznosi g = 0, dok je za

pokuse na Zemlji g = 9.81 m/sz :

4. Analiticko rjeSenje problema

U prethodnom odjeljku obradena je teorijska podloga koja je potrebna za analiticko rjesavanje
problema Dzanibekova ucinka. Analiticko rjesenje svodi se na rjesavanje Eulerovih jednadzba

krutog tijela uz odsutsvo momenata vanjskih sila. Podrazumijeva se da je prethodno poznato
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rjeSavanje problema jednodimenzijskog harmonijskog oscilatora, koji se kako ¢emo vidjeti u

nastavku primjenjuje 1 u ovom slucaju.

4.1. Stabilne i nestabilne osi krutog tijela

Vrtnja tijela u DZanibekovim pokusima odvijala se u bestezinskom stanju, sto znaci da na tijelo
nema ucinka gravitacijske sile. Kod analitickog rjeSenja zanemaren je i1 utjecaj trenja tijela sa
medijem u kojem se giba. Ako se tijelu da kratki impuls sile, dalje se giba bez prisutnosti vanjskih
sila. SrediSte mase je tada u mirovanju ili se jednoliko giba. U tom slucaju, moment koli¢ine
gibanja se javlja iskljucivo kod vrtnje oko sredista mase, te ¢emo u ovom odjeljku pokazati koji
oblik poprimaju Eulerove jednadzbe, a takoder dolazimo i do objasnjenja pojave Dzanibekova
ucinka. Do rjesenja je takoder moguce doéi pomocu elegantnog geometrijskog opisa, poznatog

kao Poinsotova konstrukcija. Nesto vise o Poinsotovoj konstrukciji u odjeljku 5.

Neka tijelo ¢ini vrtnju oko glavne osi €; kutnom brzinom w; > 0 , te neka su w, i w3 konstantni

1 jednaki nuli. Tada za glavne momente tromosti vrijedi
L>1>13.

Ako na tijelo kratko djeluje slaba vanjska sila, tada ¢e komponente kutne brzine w, 1 w5 biti vece
od nule, no 1 dalje manje od komponente w;. Ako uvrstimo ovako zadane brzine i momente

tromosti u sustav Eulerovih jednadzba, imamo
Lw,+ (I3 — L)w,w; =0,
Lw, + (I; — )w,w; = 0,
Lw; + (I, — )w,w, = 0.

Kako su komponente kutne brzine w, i w3 znatno manje od w4, njihov umnozak je zanemarivo

malen, te ga u prvoj od jednadzba mozemo smatrati jednakim nuli. Tada prva jednadzba ima oblik

dw,
dt

Lw; =0 - =0 - w;,=konst.ut= w,.

16



Iz prve jednadzbe vidimo da je kutno ubrzanje jednako nuli, Sto znaci da je komponenta kutne

brzine W1 konstantna u vremenu. Kako bi nasli preostale dvije komponente rjeSavamo sustav
1 p i p ]

vezanih diferencijalnih jednadzba

1
L, + (I, — )wewz = 0 N
2
Loz + (I, — L)wyw, = 0 .’
3
L —1
d)z + ! 3 (1)0(1)3 =h 0 y
I,
I, —1
d)g - ! 2 C()o(l)z —_— 0
I3

(6)

Rjesavamo tako da deriviramo jednu od jednadzba po vremenu, te ju potom uvrstimo u drugu

jednadzbu.
L -1 L-L I,—1
(I)z‘l‘l 3w0d)3:0 ¥ (Dz"‘(l 2'1 3'0)3)(1)2:0,
I I3 I
L -1 L-L I,—-1
(:(.)3_1 Za)od)2=0, (:(')3+(1 2'1 3' g)w3:0
I3 I3 I

Ako sada uvedemo zamjenu

L—-5L I,—1 L—1L I -1
.(215(1)0\/1 P 00 T e

I3 L 7 I3 I

jednadzbe za W, 1 W3 tada poprimaju oblik

(,'(.)2 +.(212(U2 = 0, (:(.)3 +..(212(U3 = 0,
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koje prepoznajemo kao jednadzbe slobodnih jednodimenzijskih harmonijskih oscilatora.
Jednadzbe rjeSavamo pretpostavljanjem rjeSenja koja zadovoljavaju gornje diferencijalne
jednadzbe; druga derivacija funkcije mora biti jednaka samoj funkciji sa negativnim predznakom,
pomnozenom s konstantom. Funkcije koje zadovoljavaju zadane uvjete su kosinus, sinus, te
eksponencijalna funkcija sa pozitivnim 1 negativnim eksponentom. U ovom slucaju, rjesenja
pretpostavljamo kao linearnu kombinaciju kosinusa i sinusa (zbog linearnosti i homogenosti

jednadzbe).
w, = C, cos(B,t) + S, sin(B,t), w5 = C5 cos(Bst) + S5 sin(Bst).
Do nepoznanica B, 1 B; dolazimo trazenjem druge derivacije svake od jednadzba
W, = —B,C, sin(B,t) + B,S, cos(B,t),
W3 = —B3C; sin(Bst) + B3S; cos(Bst),
@, = —B,%C, cos(B,t) — B,>S, sin(B,t) = —B,*w,,
W3 = —B3%C, cos(Bst) — A5%S, sin(Bst) = —B3’w; .
Sada gornje jednadzbe uvrstimo u jednadzbe harmonijskih oscilatora
—B,%w, + 2,°w, =0 - B, =0,> - B,= +0,
—B:?ws + 2,%w; =0 - B =02 - B;= 140,
w, = C, cos(,t) — S, sin(2;t), w5 = C3 cos(,t) — S5 sin(0,t).

Kako su C, 1S, , te C3 1S3 1 dalje nepoznanice, predznake mozemo proizvoljno izabrati, te smo
kako vidimo C, 1 C; izabrali sa pozitivnim predznacima, dok smo preostale dvije nepoznanice
postavili kao negativne. Spomenute nepoznanice trazimo pomocu pocetnih uvjeta na polozaj i

brzinu u pocetnom trenutku
w- (t = 0) = Cz COS(Qlo) - 52 SlTl(.QlO) s CZ = a)z'poé.,
(152 (t s 0) s _.Q]_Cz Sln(.QlO) = ..(2152 COS(.Qlo) = _..(2152 ,

wz,poé.

S, =—
2 -Ql
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Istim postupkom dolazimo do nepoznanica u drugoj jednadzbi. Uvedimo zamjene

wz,poé.
0

Wy pot. = A2€086,, - = A,sind, .

Konacan izraz prepoznajemo kao razliku kosinusa
w, = cos(,t)A,cos6, — sin(Q,t)A,sind, = A, cos(2;t + 5,).

Iste zamjene uz odgovarajuce indekse uvedemo za drugu jednadzbu te dolazimo do konacnog

izraza istog oblika
w3 = cos(,t)Ascos6; — sin(2,t)Azsind; = A5 cos(2t + 53).

Ako gornje jednadzbe uvrstimo u (6), slijedi
13(11 - 12) COS(Qlt + 63)
A, = A3 Ce———,
L —15) sin(Q.t + 8,)
13(11 - 12) Sln(ﬂlt + 63)
Az = _A3 ¢ .
12 (11 - 13) COS(.Qlt + 62)

Gornji sustav je zadovoljen ako vrijedi

cos(t +63)  sin(t +63)

sin(Qt +6,) cos(Qyt + 6,) / sin(02,t + &,) cos(Q,t + 55),

cos(2,t + 63) cos(Q.t + 8,) = —sin(Q,t + 5,) sin(2,t + &53) .
cos(2,t + 65) cos(Q.t + 8,) + sin(Q,t + &§,) sin(2,t + &3) = 0.
Dobiveni izraz prepoznajemo kao razliku kosinusa
cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B) = cos(A — B),
pa iz gornje jednakosti slijedi

s
cos(63—0,) =0 ; 03 =6, = 7,
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Tada za konstante A, 1 Az vrijedi

I, (I4-13)

a konacni izrazi za kutne brzine glase

L =1
wz = Az COS(.Qlt + 62) ) 0)3 = _A3 SlIl(.Qlt + 52) = A2 MSIH(()lt + 62) .
(L —13)

Pomocu gornjih jednadzba, kvadriranjem te zbrajanjem, dolazimo do izraza
W,\%2  [w3)\?
() )l =1
A, A;
Dobili smo jednadzbu elipse kojoj su poluosi konstante 4, 1 A;. Tijelo se u ovom slucaju vrti oko
osi koja ima najve¢i moment tromosti, te nakon $to vanjska sila malo promjeni smjer vrtnje tijelo

se 1 dalje vrti oko osi vrtnje koja je blizu zadane (pocetne) osi. Sli¢an se rezultat dobije i prvi vrtnji

tijela oko osi sa najmanjim momentom tromosti. Za glavne osi €; i €3 mozemo re¢i da su stabilne

osi vrtnje.
F
o &7
r
—>
A € A _e-:
7 i s
‘ / < ‘ / €3
" —
[=2) €s
L .~
a) b)

Slika 3. a) Tijelo sa zadanom pocetnom osi vrtnje u smjeru glavne osi €; ; b) sa zadanom pocetnom

osi vrtnje oko glavne osi €;
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Sada promotrimo tijelo kada mu je zadana vrtnja oko glavne osi €, . Podetna kutna brzina w, je

puno veca od preostale dvije komponente
Wy > W, W3 .
Ako zanemarimo umnozak dvaju malih veli¢ina w4, w3 , Eulerove jednadzbe poprimaju oblik
Lo, — U —1;) w, w3 =0,
Lo,—(;—)w,w3=0, w w;3=0,
I; w; —(I; — L)w, w, =0.

Iz druge jednadZbe vidimo da je kutno ubrzanje u smjeru glavne osi €, jednako nuli, pa je kutna

brzina w, konstantna u vremenu i jednaka w, . Preostale dvije jednadzbe daju

L —1I3 . L5

Postupak je isti kao za brzine za osi €, i €5; deriviramo jednu od jednadZba, te ju uvrstimo u drugu.

Navedeni postupak vodi do izraza

_ \/(11 — 1)U, —I5)

(I)l—ﬂ%a)IZO (:(.)3_..(2%(,03:0 5 ..(22 (L)O 1113

Zbog razli¢itih odnosa medu momentima tromosti u odnosu na vrtnju oko glavnih osi €; i €5,
rjeSenja gornjih diferencijalnih jednadzba nisu trigonometrijske, ve¢ eksponencijalne funkcije

dane u obliku
wl = Ale_ﬂzt + Ble+02t, (Ug = Age_ﬂzt + Bge+ﬂzt .

Uvrstavanje gornjih rjesenja u jednadzbe daje

LI —1y) LI, — 1)
e M| A, — A |- |4er2®| B, —B, |— 2 |=0,
P L, - 1) 2 B —E)

L - 1)
LI, = I3)

L - 1)

e_ﬂz(t) A + A + e+ﬂ2(t) —B =
' ’ Uz — 1)

+B3 :0.
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Ako izjednac¢imo gornje koeficijente uz iste eksponencijalne funkcije, dobivamo koeficijent A5

izrazen preko A,

L(L - 1)
LI, —15)

lako na koeficijente B; i B, nema uvjeta, mozemo vidjeti da ¢e nakon dugog djelovanja vanjske
sile eksponencijalni ¢lanovi pomnozeni sa koeficijentima A; 1 A3 biti puno manjih od onih
pomnozenih sa B; i B,, koji ¢e zbog predznaka eksponenta eksponencijalne funkcije rasti.

Rjesenja su tada dana sa
wy = Bjet?:t, s == Boptt,

Dobiveni rezultati nam pokazuju da se tijekom gibanja smjer vektora vrtnje udaljava od zadanog
smjera vrtnje oko osi €,. Glavnu os €, nazivamo nestabilnom osi. Dakle, pri vrtnji tijela oko
nestabilne osi, tijelo neko vrijeme rotira stabilno oko te osi, te mu se nakon nekog vremena mijenja
smjer osi vrtnje. Ovakvo gibanje periodicki se ponavlja, sto je mnogo jednostavnije vizualno
prikazati u bestezinskom stanju. Ovime je objasnjen uzrok pojave Dzanibekova ucinka u

svemirskoj stanici.

A€
/A ’
i

=
®p e

Slika 4. Tijelo pri vrtnji oko nestabilne osi €,
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5. Geometrijsko rjeSenje - Poinsotova konstrukcija

Poinsotova konstrukcija pociva na gibanju elipsoida tromosti koji smo ranije definirali. Pokazali
smo da je pri vrtnji tijela bez prisutnosti vanjskih momenata kineticka energija vrtnje konstantna.
Zbog konstantnosti kineticke energije vrtnje, vektor osi vrtnje mora se nalaziti unutar elipsoida.
Kako je elipsoid tromosti vezan za sustav glavnih osi, takoder i rotira zajedno sa sustavom. Kao
posljedica jednadzba gibanja, kineticka energija vrtnje i moment koli¢ine gibanja su konstante
gibanja, te je udaljenost sredista mase elipsoida od tangencijalne ravnine, koju smo definirali kao
invarijantnu ravninu, uvijek jednaka. Prema Poinsotu, vrtnju tijela bez prisutnosti vanjskih
momenata mozemo zamisliti kao kotrljanje elipsoida tromosti po invarijantnoj ravnini bez
klizanja. Pri kotrljanju elipsoida dodirna tocka elipsoida sa invarijantnom ravninom ocrtava
zatvorene krivulje. Zatvorene krivulje koje ocrtava sjeciste elipsoida, odnosno vrh vektora osi
vrtnje sa invarijantnom ravninom na elipsoidu tromosti vizualiziraju ovakvo gibanje oko svake od
glavnih osi, te se nazivaju polhode. Prema slici vidimo kako su zatvorene krivulje pravilne oko
glavnih osi €; i €5, dok se krivulje postepeno udaljavaju od osi €, dok ne dode do promjene smjera
vrtnje za 180 stupnjeva. Sjeciste takoder ocrtava krivulje 1 na invarijantnoj ravnini. Te krivulje
nazivaju se herpolhode. lako su za odredivanje smjera elipsoida tromosti, njegove vrtnje i
dimenzija potrebni kineticka energija vrtnje, te moment koli¢ine gibanje, ocrtavanje zatvorenih
putanja je stvar geometrije. Tako smo i geometrijskim putem pokazali §to se krije iza ovog

zanimljivog fenomena.

Inertia ellipsoid

Invariable
plane

r —) Herpolhode

Slika 5. Zatvorene krivulje koje ocrtava vektor osi vrtnje na konstantno rotirajuéem energijskom
elipsoidu (polhode) [9] ;Nastajanje krivulja na elipsoidu tromosti i invarijantnoj ravnini [1]
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6 . Dodatna interpretacija fenomena

Nakon §to je prvi puta primijetio ovakvu vrstu vrtnje, Vladimir Aleksandrovi¢ Dzanibekov
napravio je eksperimente sa drugim tijelima kako bi shvatio $to uzrokuje ovakvo gibanje. Kod
svakog tijela koje ima tri razliite glavne osi vrtnje, primijecen je isti efekt. Pri vrtnji oko nestabilne
osi tijelo bi nakon nekog vremena pocelo periodi¢no mijenjati smjer osi vrtnje. Ako uzmemo u
obzir da pri zadavanju pocetne vrtnje postoje odredene smetnje, ovaj fenomen moze biti objasnjen
pomocu hiperboli¢nih orbita u blizini sedlastih tocaka na krajevima nestabilnih osi konstantne
energijske elipsoide (slika 5.). Sa slike vidimo da se sve hiperboli¢ne orbite zatvaraju oko osi w;
1 w3. Zatvorenost hiperbolicnih orbita oko navedenih osi nam ukazuje da ako zadamo pocetnu

vrtnju oko osi w,, uz vrtnju oko osi w,, tijelo radi i periodicnu vrtnju oko jedne od osi w; ili w;.

7. Zakljucak

lako Dzanibekov ucinak teorijski nije nova pojava, vizualni efekt, ili tocnije njegova fizicka
manifestacija izgleda vrlo zanimljivo 1 atraktivno. Posebno je atraktivno eksperimente izvoditi u
bestezinskom stanju, gdje se vrlo jasno moze vidjeti periodicnost promjene smjera osi vrtnje.
Pokazali smo da svako tijelo koje ima tri razli¢ita momenta tromosti, ima jednu os koja je
nestabilna. Zadavanjem vrtnje oko nestabilne osi, tijelo ¢e periodicki mijenjati smjer vrtnje,

odnosno dodatno ¢e se zakrenuti oko druge osi.
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