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1 Uvod

Moment tromosti fizikalna je veli¢ina koja opisuje tromost Cestice ili krutoga tijela pri promjeni
brzine ili smjera vrtnje. Oznaka za moment tromosti je I. U nekim literaturama takoder se
navodi i oznaka J. Moment tromosti jednak je zbroju umnozaka mase m i kvadrata okomite

udaljenosti r od osi vrtnje svake Cestice koja Cini tijelo:
I:Z§V=1 miriz. (1)

Za sve Cestice u svemiru koje imaju masu, tromost je jedno od osnovnih svojstava, a masa je
mjera tromosti tijela. To se svojstvo opisuje kao opiranje tijela promjeni stanja gibanja, Sto je
izre¢eno prvim Newtonovim postulatom koji glasi: svako tijelo ostaje u stanju mirovanja ili
jednolikog pravocrtnog gibanja sve dok na njega ne djeluje nikakva sila. Taj zakon zove se jos i
zakon tromosti. U dinamici se pojavljuju momenti tromosti krutog tijela koji ovise o masi i
njezinoj raspodjeli po volumenu tijela. Moment tromosti ovisi o osi oko koje se tijelo vrti. Ono
Sto masa predstavlja pri translacijskom gibanju, to moment tromosti predstavlja pri vrtnji krutog
tijela. Kruto tijelo naziv je za tijelo nepromjenjivog oblika i volumena. Kruzno gibanje vrtnja je
krutog tijela oko osi. Translacija se opisuje kao gibanje krutoga tijela bez vrtnje pri kojemu se

sve tocke tijela gibaju po jednakim putanjama.

2 Teorijski dio

Kako bismo izra¢unali moment tromosti standardnih geometrijskih tijela: homogenog Stapa,
kugle, valjka, kvadra te stoSca, najprije ¢emo proanalizirati pojmove potrebne za razumijevanje
gradiva. Razmatrat ¢emo moment tromosti oko glavnih osi kroz srediSte mase pravilnih
geometrijskih tijela. Geometrijsko tijelo omedeni je dio prostora. Pravilno geometrijsko tijelo
ima jednake strane i jednake unutarnje kutove. Za sva tijela pretpostavljamo da su homogena.
Homogeno tijelo je tijelo kojemu je gustoca jednaka u svakoj tocki odnosno ono ima ujednaceni
raspored mase u tijelu. Srediste mase toCka je koja se nalazi na prosjecnoj udaljenosti od svih
Cestica nekog sustava ili pojedinih Cestica tijela tj. hvatiSte ukupne vanjske sile koja djeluje na

tijelo ili na sustav Cestica.



Slika 1: Prikaz sredis$ta mase krutog tijela (sm) udaljenog za T'sy, od nepomiéne to¢ke odnosno

srediSta koordinatnog sustava.

Srediste mase sustava od N Gestica odredeno je vektorom poloZaja Ty, prema formuli:
Fom = — TN, mif )
gdje je m ukupna masa sustava, a T; poloZaj i — te Cestice definiran kao:
i = X;€x +y;€y + z;€z. ?3)

S obzirom na pojedinu os 3D sustava srediSte mase glasi:

il

Xsm — ; %\I=1 m;X;, (4 1)
1

Ysm = == ZP:1 m;y;i, 4.2)
1

Zsm — ; Zl\;l m;z;. (43)

Za kontinuiranu raspodjelu mase izraz sa srediSte mase sustava od N Cestica postaje beskonacan

zbroj te se sume prevode u integrale:
Fom=— [ Tdn gdje je dm=pdV. (5)
SrediSte mase homogenog tijela racuna se pomoc¢u volumena tijela ¢ije srediSte mase trazimo.
S obzirom da homogeno tijelo ima u svim dijelovima jednaku gustocu te se masa moze izraziti
kao: m=pV ona se u izrazu (5) pokrati te skra¢ivanjem izraza slijedi:
o = % [tV (6)
Za moment tromosti oko glavnih osi promatra se promjena momenata tromosti krutog tijela

uslijed vrtnje koordinatnih osi. Ishodiste koordinatnog sustava O (xyz) nalazi se u nepomi¢noj

to¢ki O (Slika 2). Ishodiste nije u sredistu mase krutog tijela. Udaljenost 1 bilo kojeg elementa



mase djeli¢a dm krutog tijela od ishodista O ne mijenja se s vrtnjom koordinatnog sustava O
(xyz) u koordinatnom sutavu O' (x'y'z") stoga je suma aksijalnih momenata tromosti invarijantna

u odnosu na vrtnju koordinatnog sustava.

Slika 2: Udaljenost T djeli¢a mase dm krutog tijela od ishodista O.

Momenti tromosti s obzirom na osi nazivaju se aksijalni momenti tromosti. Ako osi prolaze kroz
teziSta tijela, nazivaju se glavni ili vlastiti momenti tromosti. Kod vrtnje koordinatnoga sustava
postoji takav kut pri kojemu jedan od aksijalnih momenata tromosti ima maksimum, a drugi
minimum. Ekstremne vrijednosti aksijalnih momenata tromosti zovu se glavni momenti tromosti
presjeka, a pripadne osi glavne osi tromosti presjeka. Aksijalni moment tromosti integral je
umnoska elementa volumena i kvadrata udaljenosti od zadane osi s obzirom na odredenu os. S
obzirom da moment tromosti ovisi i 0 kvadratu udaljenosti i 0 masi tijela, te kako je osnovna mjerna
jedinica za duljinu m (metar), a osnovna mjerna jedinica za masu kg (kilogram) mjerna jedinica za
aksijalni moment izraZava se u kgm? Aksijalni moment tromosti moze se izraziti i kao Nms?.
Poveznicu izmedu kgm? i Nms? pronalazimo iz mjerne jedinice za silu N (njutn). Mjerna jedinica za silu je N
ilikg g Kao $to nam je poznato iz drugog Newtonovog postulata izraz za silu jednak je F=m3, gdje nam jem
masaukg,a a ubrzanje u S—n; Ukoliko umjesto oznaka piSemo njihove mjerne jedinice dobit cemo:

N= kgg . Zatim cijeli izraz pomnozimo sa s° te dobivamo: Ns=kgm. Zatim ovaj izraz pomnozimo sa m kako

bismo dobili mjernu jedinicu za moment tromosti te primje¢ujemo jednakost izmedu mjernih jedinica kgm? i

Nms?.



3 Steinerov teorem

Slika 3: Prikaz koji sluzi za daljnje izvodenje Steinerova teorema.

Na slici 3 sm predstavlja srediSte mase tijela, b udaljenost izmedu srediSta mase sm i tocke B kroz

koju raunamo moment tromosti za paralelnu os, T predstavlja udaljenost izmedu srediSta mase i

tocke oko koje tijelo rotira, a v predstavlja udaljenost izmedu tocke B 1 tocke oko koje se tijelo

vrti.

Neka se neko tijelo vrti oko osi z Kartezijeva koordinatnog sustava koje prolazi kroz srediste mase
tijela okomito na ravninu slike. Moment tromosti oko osi z jednak je:

Iz=](x* +y*)dm. (7)
Moment tromosti za paralelnu os koja prolazi kroz tocku B koja je udaljena za b od osi kroz srediSte

mase 1znosi:

I=[ r"?dm = [[(b — x)? + y?]dm=/ (b? — 2bx + x% 4+ y?)dm
I=[(x% + y*)dm+ [ b*dm-2b [ xdm
2b [ xdm=2bxsmm = 0, gdje je Xsm= 0

jer je sm (Slika 3) smjesteno u ishodistu. Time smo dobili:

[=Ism+ md?, (8)
Sto je matematicki izraz Huygens-Steinerova teorema. Steinerov teorem rijeima glasi: moment
tromosti s obzirom na neku os jednak je momentu tromosti s obzirom na paralelnu os kroz srediSte
mase uvecan za umnozak mase tijela i kvadrat udaljenosti tih osi. Ovako iskazan Steinerov teorem
poznat je kao teorem o paralelnim osima. 1z teorema o paralelnim osima (8) primjec¢ujemo da je
I > Ism iz Cega zakljucujemo da je moment tromosti kroz srediSte mase u odnosu na bilo koji

moment tromosti najmanji.



4 Uvod u izracun momenta tromosti pravilnih geometrijskih tijela oko
osi simetrije

Za tijelo sastavljeno od N materijalnih ¢estica moment tromosti u odnosu na neku os jednak

je zbroju momenata tromosti svih materijalnih Cestica za tu os:
LYy miri®, ©)

S obzirom da se kruto tijelo moze smatrati beskona¢nim skupom materijalnih Cestica Cija se
medusobna udaljenost ne mijenja, svaka od Cestica moze se smatrati diferencijalnim elementom
mase te se zbrajanje npr. trodimenzijskog oblika moze zamijeniti integriranjem po volumenu

tijela te se integriraju momenti tromosti svih diferencijalnih masa dm. Ako je tijelo homogeno

tada je:
dm=pdV, (10)
I=[r2dm=p|r.12dV, (11)

gdje je s r1 oznacena okomita udaljenost od zadane osi.

vl
Z

Slika 4: Prikaz udaljenosti r od ishodista u 3D (xyz) koordinatnom sustavu prema kojem ¢emo

se sluziti Pitagorinim pouckom za odredenu os.



Podijeli li se tijelo prema slici 4 moment tromosti s obzirom na osi X,y 1 z iznosi:

L=[(y?+ z*)dm, (12.1)
L=](x* +z%)dm, (12.2)
L=[(x*> +y?)dm. (12.3)

Prilikom ra¢unanja momenta tromosti integracijom za pojedino tijelo, osim granica integrala
potrebno je razumjeti dimenzionalnost tijela (linearnu, povrSinsku i volumnu). Za linearnu
dimenzionalost (1D) koristimo jednu os na kojoj se tijelo nalazi. Linearna gusto¢a A racuna se

kao:
A =m/l. (13)

Za povrSinsku dimenzionalnost (2D) koristimo dvije osi na kojima se tijelo nalazi. PovrSinska

gustoca o racuna se kao:
o=m/S. (14)

Kod volumne dimenzionalnosti (3D) koristimo tri osi na kojima se tijelo nalazi. Diferencijal

volumena za cilindri¢ni koordinatni sustav jednak je:
dV=rdrdedz. (15)
Za sferni koordinatni sustav diferencijal volumena jednak je:
dV=r’sin®@drdOde¢. (16)
Volumna gustocéa p racuna se kao:

p=m/V. (17)



5 Izracun momenta tromosti standardnih geometrijskih tijela

5.1 Moment tromosti oko glavnih osi kroz srediSte mase tankog homogenog Stapa

Zadatak 1. Nadite momente tromosti oko glavnih osi kroz srediste mase tankog homogenog Stapa

mase m i duljine [.
Rjesenje:

2

-2

Slika 5: Tanki homogeni Stap duljine 1 i mase m.

Mozemo uociti da su X,y 1 z osi simetrije Stapa te su one i njegove glavne osi. Os simetrije pravac
je u odnosu na koji simetri¢ne tocke tijela koje se nalaze na okomici na taj pravac imaju jednaku
udaljenost. S obzirom da je Stap tanak i lezi na osi z, njegova gustoca ograni¢ena je na x=0 i
y=0. Za njegov racun potrebno je koristiti linijsku gustoéu A. Homogeni Stap ima linijsku
gustoéu A koja je jednaka masi po jedinici duljine (13). Stap je beskona¢no tanak te je rotacija
oko osi na koju smo postavili Stap jednaka nuli. U ovom slucaju imamo samo moment tromosti

oko osix1y.

Moment tromosti oko osi X:

l

3 1\3 l_3 B
1x=f_lffz (y? +2z%)Adz =7»f_lf/22 22dz=)2 1 =x<% + Q)ﬂ(& + i>

I 3 3 B mi 12
LA (5 + 52 )=
il

24 24 12 1 12 12



Moment tromosti oko o0si y:

l

3 3 r B
L=, + 22)Adz =\[L)), 72dz=)Z [ :x(% + (23) )=x<§ + g)

3 B mi 12
7\‘_:_ — e

Iy_}‘(24+24) }“224 12 112 12

Moment tromosti oko osi x jednak je momentu tromosti oko osi y. Prema slici 4 sluzimo se
Pitagorinim pou¢kom za svaku os zasebno. Stap prolazi kroz centar mase te su nam granice za
obje osi koje racunamo jednake -1/2 <z <1/2. U pocetnom dijelu zadatka uocili smo da su granice

za x 1y jednake nuli te zbog toga za moment tromosti oko osi x 1 y preostaje samo z2.

5.2 Moment tromosti oko glavnih osi kroz srediSte mase homogene kugle

Zadatak 2. Nadite momente tromosti oko glavnih osi kroz srediste mase homogene kugle mase

m i polumjera R.

Rjesenje:

Slika 6: Homogena kugla polumjera R i mase m.

Mozemo uociti da su x,y i z osi simetrije kugle te su one 1 njezine glavne osi. Prema slici 4
sluzimo se Pitagorinim pouckom za svaku os zasebno. Time smo dobili : (12.1), (12.2), (12.3).

Ukoliko uzmemo u obzir (10) dobit ¢emo:

L=[(y?+2z*)pdV, (18.1)
L=[(x> +z2)pdV, (18.2)



I=](x?* +y*)pdV. (18.3)

Iz simetrije problema uoavamo da su sva tri momenta tromosti jednaka. Umjesto racunanja
svakog momenta posebno, izabrat ¢emo brzi nacin, odnosno sva tri momenta ¢emo zbrojiti te

dobivamo:
I+, +1,= 31
31=2[(x% + y? + 22) pdV
31=2p| r2dV. (19)

U ovom slucaju gustoca je jednaka (17). Integriramo u sfernom koordinatnom sustavu te je
diferencijal volumena jednak (16), a granice integrala su: @ [0,2x], ® [0,x], r [0,R]. Podijelimo li
jednadzbu (19) sa 3 i uvrstimo li izraz (16) za dV te uvrstimo li granice trostukog integrala dobit

¢emo:
I=2p [2™ [T [*r2r25in@drd@d® =2p [*" dd [ sin®dO [ r*dr== p2mR%/5 [ sin®dO
3770 0 J0 3770 0 0 3 0

4 ST e & B —2oomsy 8 55 8 53
—pR fo sin®d® 15pTER(COSTE+COSO) 15p1tR2 —pR 15771:R

. . 4 i aE o
Nakon §to uvrstimo volumen kugle V=§R3n, dobit ¢emo rjesenje:

=T =T, =T, = ngZ



5.3 Moment tromosti oko glavnih osi kroz srediSte mase homogenog valjka

Zadatak 3. Nadite momente tromosti oko glavnih osi kroz srediste mase homogenog valjka mase

m, visine h i polumjera R.

Rjesenje:

Slika 7: Homogeni valjak visine h, polumjera R i mase m.

MozZemo uociti da su x,y 1 z osi simetrije valjka te su one 1 njezine glavne osi. Prema slici 4
sluZzimo se Pitagorinim pouckom za svaku os zasebno. Time smo dobili: (18.1), (18.2), (18.3).
Iz simetrije problema uo¢avamo da su I« 1 Iy jednaki. Umjesto ratunanja svakog momenta posebno,
izabrat ¢emo brZzi nacin odnosno ta dva momenta ¢emo zbrojiti:

L+, =21=p [(x? + y? + 2z2)dV .
Uzmemo li u obzir x 1y iz polarnog koodinatnog sustava (slika 8) mozemo pisati jednakost za r iz
Pitagorinog poucka:

rP=x2+y2, (20)

U

rcos e

Slika 8: Polarni koordinatni sustav.

10



1z Cega slijedi:
2I=p|(r? +22%)dV (21)
Podijelimo li jednadzbu (21) sa 2 i1 postavimo li granice trostrukog integrala u cilindricnom

koordinatnom sustavu jednadzba (21) poprima oblik:

I— fzn fh}{jz fOR(rZ + 27*)rdrdzde

2 h/2 h/2 R
fnf }{/Zf 3drdzd(erpf fﬁ/z J, z*rdrdzde

2 R
I—— f”d fh/zdzf 3dl‘+pf dgofh/z Zdzfo rdr

= pnhR4+ pmh3R?
12

()
Iz Cega slijedi da momenti tromosti Ix 1 Iy iznose:

L=I,=R’1r h—(4 3 ZZ)

te nakon uvrStavanja izraza za volumen valjka V=R?rth:

R2T

(24 D)-D (3R + h?)

R%rth \ 4 12

Moment tromosti oko osi z:

2 h/2
fnf }{/zf r*drdzde

I= pfznd fh/zdzfoRr3dr
"
Iz—2p7rh4

h———mR2

1= pT[h

2R2

11



5.4 Moment tromosti oko glavnih osi kroz srediSte mase homogenog kvadra

Zadatak 4. Nadite momente tromosti oko glavnih osi kroz srediste mase homogenog kvadra mase

m i stranica a,b i c.

Rjesenje:

Slika 9: Homogeni kvadar sa stranicama a, b, ¢ i masom m.

MoZemo uociti da su X,y 1 z osi simetrije kvadra te su one i njezine glavne osi. Prema slici 4
sluzimo se Pitagorinim pouckom za svaku os zasebno. Time smo dobili: (18.1), (18.2), (18.3).

Integral ¢emo rijesiti u pravokutnom koordinatnom sustavu. Diferencijal volumena iznosi: dxdydz.

Moment tromosti oko osi X:

2 rb/2 2
fcé/zf lf/z f_a:/z(yz + z%)dxdydz

_ra/2 b/2 c/2 o aj/2 (bj2 (c/2 5
L=p gy Jpyo Jeppy?dxdydz+pf 0 [0 70, 2% dxdydz

/2 b/2 c/2 /2 b/2 /2
L= pfaa/zd fb/z Zdyfc/zdz pfa dx fb/zd fcc/z

Ix= paﬁc + pab—

Ix:%:c (bZ + CZ)

12



Nakon uvrstavanja izraza za gustocu (17) gdje je V volumen kvadra jednak V=abc rjesenje

glasi:

?)

Analognim postupkom dobit ¢emo moment tromosti oko y i z osi:
L=/ (x? + z%)pdV

2 rb/2 2
fcg/zf 15/2 f_a:/z(xz + z%)dxdydz

2 b/2 2 2 b/2 2
=07, x2dx [°° dy [I7 dz+ o[ dx [°17 dy [17, 2%

Iy:p[<g+g>bc vabE +g]

Iy= pbc:—2+ pab%
pabc
IyT (az + CZ)

Iy:% (@%2 +c?)

I=[(x? + y®)pdV

2 b/2 2
fcé/zf t{/z faz{/z(x2 + y?)dxdydz

2 (b/2 (c/2 /2 b/2 c/2
fac{/z I 2{/2 fcc/z x*dxdydz + Pfaa/z J b/2 fcc/z y*dxdydz

a/2 o b/2 c/2 a/2 a/2 5 c/2
L=p/_ aj2% x*dx b/Zdyfc/Zd z+p) aj2 9% fa/z yd fC/Z
3 b3
Iz=pj—2bc+ pa_c

IZZ%IZJC (az + bz)

I, 12(a +b)
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5.5 Moment tromosti oko glavnih osi kroz srediSte mase homogenog stoSca

Zadatak 5. Nadite momente tromosti oko glavnih osi kroz centar mase homogenog stosca

mase m, polumjera R i visine h.

Rjesenje:
- 4
h, r
Z..AA_r,“_,__
0
X y o) X

Slika 10: Homogeni stozac visine h, polumjera R i mase m.

MozZemo uociti da su x,y 1 z osi simetrije valjka te su one i njezine glavne osi. Prema slici 4
sluzimo se Pitagorinim pouckom za svaku os zasebno. Time smo dobili: (18.1), (18.2), (18.3).
Momente inercije racunamo u sustavu s ishodiStem u tocki O, a zatim pomocu Steinerovog
teorema prelazimo u sustav s ishodiStem u srediStu mase. SrediSte mase stoSca nalazi se na
udaljenosti od tri Cetvrtine visine stosca od vrha stoSca odnosno na udaljenosti od jedne Cetvrtine
visine od srediSta baze stoSca. Gustoca je konstantna i iznosi (17). Volumen stoSca iznosi:

1 3§ T § 54 S %
V=§r2nh. Kako bismo dobili rjeSenje integriramo u cilindricnom koordinatnom sustavu. Uzmemo

liu obzir x 1y iz polarnog koodinatnog sustava mozemo pisati jednakost iz Pitagorinog poucka
(20), (slika 8).

Moment tromosti oko 0si z
h
Iz=pf021T [ BN L3 qrdzde

Iz slike 10 desno preko trigonometrijske formule za tan izrazimo granicu za r: r=ztana.
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Iz:pfOZT[d(Pthana r3dr foh g

I=p 21 fan” o(fhz“dz

hS
I=pmtan*a—
10

v . 5 1 ¥ m wosy s .
Nakon uvrstavanja volumena stoSca V=§R2nh u formulu za gustoéu p=— te nakon iscitavanja

izraza tano=- iz trigonometrije sa slike 10 desno uz koriStenje oznake R umjesto r slijedi

= m R‘* h5
z %Rznh h* 10

Iz simetrije problema uocavamo da su Ix i Iy jednaki. Umjesto raCunanja svakog posebno
izabiremo brzi nacin:

0=ty =[ (x% + y2 + 2z%)pdV

2I:Pf02n foh fOZtam(I‘2 + 2z?) rdrdzde

Podijelimo li jednadZbu s 2:

Izgfoz1T 0 fOZtam(r2 + ZZZ)rdrfoh dz
Izgfoz1T de fozmm ridr foh dz+p fozn do fozmna rdr foh z%dz

_ tan*a h 4 2 h 4
[=pm—— fo z*dz + pm tan (xfo z*dz

tan*a h® 5
I=pm

h
— + prt tan®a —
5 5

5 ) ] R 4 A7 § 4 5 ¥ 3
Zatim uvrStavanjem tana=- kao 1 u ratunu za moment tromosti oko osi z slijedi:

I= p1Ti R*h+ an2h3 =

m
ST R“th1 -w 1TR2h3
3 3
3R? m m
I= h2
20

1——[ +h2] —T=1y
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6 Kratak zapis i skica momenta tromosti oko glavnih osi poznatih tijela

Slika 11: Tanki $tap; L=0, Ix=Iy——112m12.

2
Slika 12: Kugla; Li=Iy=I, = zmr*.

16



<y .

Slika 13: Valjak; L=ly="> (312 + h?), L=mr2.

Z

Slika 14: Kvadar; Ix—;nz(b2+cz), IyZ%(a2+c2), Iz—f;(a2+b2).

Slika 15: Stozac; L——mr, Li=l= 22 [r—z + hz].
10 5 La
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7 Zakljucak

Nakon racunanja momenta tromosti razli¢itih oblika tijela zaklju¢ujemo da ono ne ovisi samo
o masi tijela i udaljenosti njegova tezista od osi rotacije ve¢ i o njegovom obliku. Moment oko
glavnih osi kroz srediSte mase tijela jednak je za osi u kojima je tijelo simetri¢no. S obzirom da
se kruto tijelo moZe smatrati beskonacnim skupom materijalnih Cestica ¢ija je medusobna
udaljenost nepromjenjiva, svaka od Cestica smatra se diferencijalnim elementom mase te se

integrira moment tromosti svakog djelica tijela.
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