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LINEARIZACIJA JEDNADZBI GIBANJA

1 Uvod

U razvoju klasi¢ne mehanike postoje dva vodeca pravca. Prvi od njih je vektorska mehanika u
kojoj se za dobivanje jednadzbi gibanja tijela koriste vektorske veli¢ine (sila i koli¢ina gibanja) uz

primjenu Newtonovih zakona gibanja.

Gibanje Cestice u Newtonovoj mehanici zadano je jednadzbom

=1

F=

2|5

gdje je p = mv vektor koli¢ine gibanja, a F vektor ukupne sile koja djeluje na tijelo.

Vektorska mehanika dovoljno precizno opisuje sva gibanja u makrosvijetu pri brzinama koje su
mnogo manje od brzine svjetlosti. Medutim, u mikrosvijetu kao i pri gibanjima velikim brzinama
vektorska mehanika pokazuje manjkavosti. Takoder, za primjenu Newtonove mehanike na
fizikalni problem morali bismo poznavati sve sile koje djeluju na sustav, a to ponekad nije

jednostavno ako je gibanje sustava ograni¢eno vezama.

Drugi je pravac analiticka mehanika koja se zasniva na skalarnim veli¢inama (rad i energija). Pri
opisivanju gibanja nekog tijela definiramo funkciju lagranZijan L kao razliku kineticke 1

potencijalne energije konzervativnog sustava

L(q1 s qniGus s ) =T = U

gdje su q; generalizirane koordinate koje koristimo za jednoznacno opisivanje polozaja Cestica u

sustavu, a g; generalizirane brzine.

Uvrstavajuéi Lagrangeovu funkciju L u Euler-Lagrangeovu' jednadzbu
d (6L> oL 0
dt\dq,) dq;

dobivamo jednadZzbe gibanja sustava istovjetne onima koje daje vektorska mehanika.

! Leonard Euler, §vicarski matemati¢ar; Joseph Louis Lagrange, francuski matemati¢ar

1
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Ako dobivene jednadzbe ne ovise eksplicitno o generaliziranoj koordinati g i njenim derivacijama,
jednadzba ima nelinearni oblik i teSko ju je rijesiti. U tom slucaju uofavamo polozaj stabilne
ravnoteze sustava q,, a to je onaj za koji vrijedi da potencijalna energija ima minimum, i
promatramo male pomake od tog polozaja. U Lagrangeovoj jednadzbi sve veli¢ine razvijemo u
red oko g, 1 zadrzimo samo linearne ¢lanove. Taj postupak naziva se linearizacija jednadzbe

gibanja.
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2 RavnoteZni poloZaj

Jednodimenzijsko jednoliko ubrzano gibanje tijela mase m u polju sile f kojoj je intenzitet
neovisan o vremenu opisuje diferencijalna jednadzba gibanja
d*x

fE=mas - @.1)

Polozaj x, nazivamo ravnoteznim poloZajem gibanja ako u toj tocki sila iS¢ezava, odnosno

f(xo) = 0. U tom polozaju ¢estica moZe mirovati.
Ovisno o predznaku prve vremenske derivacije sile razlikujemo tri slucaja:

a) stabilni ravnoteZni poloZzaj:

Ako je f'(xy) < 0 tad sila uvijek djeluje na Cesticu tako da je pomice prema ravnoteznom

polozaju ako je Cestica u njegovoj blizini.

\ PR

Slika 2.1. Kuglica na dnu udoline.

b) nestabilni ravnotezni polozaj:

Ako je f'(xg) > 0 tad sila uvijek djeluje na Cesticu tako da je odmice od ravnoteznog

poloZaja ako je Cestica u njegovoj blizini.

N

Slika 2.2. Kuglica na vrhu brijega.
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c¢) indiferentni ravnotezni poloZzaj:
Ako je f'(x,) = 0 tad ¢e tijelo pomaknuto iz poloZaja indiferentne ravnoteze ostati u bilo

kojem novom poloZaju.

®

Slika 2.3. Kuglica na ravnini.

Diferencijalnu jednadzbu gibanja (2.1) nije uvijek lako rijesiti, ali se u blizini ravnoteznog

polozaja x, funkcija sile f moze zamijeniti linearnom aproksimacijom.

Razvojem sile f(x) u Taylorov red dobivamo

df (xo) 1 .d*f(x)
dx (x = xo) + 2 dx?

f) = f(xo) + (x —x0)% + - .

Za ravnotezni polozaj vrijedi da je f(x,) =0, a tre¢i i daljnje ¢lanove u razvoju mozemo

zanemariti jer su pomaci od ravnoteznog polozaja (x — x,) mali.

Aproksimativno tada vrijedi da je

df (xo) e — x0)
dx 0o (2.2)

f&x) =

Uvrstavaju¢i aproksimaciju (2.2) u jednadzbu gibanja (2.1) dobivamo jednadzbu

d*x _ df(xp)
M ax &%)

(2.3)

koju nazivamo linearna aproksmacija jednadzbe gibanja oko ravnoteznog polozaja x.
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3 Sustavi Cestica

3.1 Lagranzijan sustava Cestica s viSe stupnjeva slobode

Razmotrit ¢emo sustav od N cCestica. Kineticka energija jedne Cestice mase m koja se nalazi u

trodimenzionalnom Kartezijevom prostoru je

a kineticka energija N Cestica je
N 3N
1 1 .
k=1 k=1

Sustav Cestica moze se opisati pomocu n stupnjeva slobode. Tada i Kartezijeve komponente
polozaja postaju funkcije nezavisnih generaliziranih koordinata g, ali ne i brzine ¢

x, =x,(q,t) k=1,2,..,3N.

Prva vremenska derivacija Kartezijevih koordinata je

P L
k= Tde _16qich ot (3.2)
1=

prema ¢emu zaklju¢ujemo da x; ovisi o polozaju, brzini i vremenu
Xp = xk(Q; C.Ii t)

Uvrstavajuéi (3.2) u (3.1) za kineticku energiju sustava Cestica dobivamo izraz za kineticku

energiju
3N n
1 Z Z (axk) axk .
=3 Az \oa; aq; %4,
3N n
axk . axk
£ e () (50 + zka ()

k=1 i=1

(3.3)
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prema kojem kineti¢ka energija viSe ne ovisi samo o brzini, ve¢ i o samim koordinatama poloZaja

T=T(qq,t).

Izraz za kineticku energiju (3.3) mozemo mnogo pojednostaviti ako pretpostavimo da Kartezijeve

komponente polozaja x; ne ovise eksplicitno o vremenu, jer onda njihova parcijalna vremenska

derivacija iSCezava.

Tada u izrazu (3.3) preostaje samo prvi ¢lan i on postaje

oS S ) (2o
== m - . .

n
i,j=1

Reorganizacijom poretka sumacija u izrazu (3.4) definiramo matricu mase m;;

n 3N
=5 M\ )\ 53| 99 35
2 ij=1 k=1 9q:/\94; (3-5)
mi]-
koja je po svojoj definiciji simetriCna m;; = m;.
Kona¢ni izraz za kineticku energiju je onda
n
1 .
T=5 Z m;; q, 4, (3.6)

ij=1

Lagranzijan L konzervativnog sustava definiramo kao razliku kineticke energije T i potencijalne

energije U. Sustav od n stupnjeva slobode opisan je lagranzijanom

n
1 -
L=> E my; (qu, 0 Gn) G G, — U (1, -oe) Gn)- (3.7)

ij=1
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3.2 Mali titraji sustava Cestica s jednim stupnjem slobode

Op¢i slucaj sustava s vise stupnjeva slobode svest ¢emo radi jednostavnosti na jedan stupanj
slobode. Opisat ¢emo gibanje tog sustava u blizini ravnotezne totke q(®. Male pomake od

ravnoteznog polozaja oznacit ¢emo s
x=q-q® (3.8)

iz Cega proizlazi da je
q =x + q(o)

odnosno
q=x. (3.9)

Prema izrazu za kineticku energiju sustava s vise stupnjeva slobode (3.6) zaklju¢ujemo da za jedan

stupanj slobode vrijedi

auz (3.9) svodi se na

mx?. (3.10)

Uz pretpostavku da ¢e se sustav zadrzati u blizini ravnoteZnog polozaja 1 vrSiti samo male titraje,

potencijalnu energiju U (q) razvijamo u Taylorov red. Razvoj glasi

U 10%U
Ua) = U (¢© _| NG S ald IR O _
(@ =U(q )+aq0(q q )+2aq2 (a -4 (3.11)
0
Uz oznaku za male titraje (3.8) izraz (3.11) postaje
U 192U
_ (0) 27 24
U(qQ)=U(q )+6q0x+26q20x + o (3.12)
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Prvi ¢lan razvoja U (q(o)) mozemo zanemariti jer je potencijalna energija definirana do na

e oy . Y . < .
konstantu. Drugi ¢lan iS¢ezava zbog uvjeta ravnoteze 7l = 0, a u tre¢cem clanu definiramo
0

. Ostali ¢lanovi su zanemarivo maleni. Taylorov razvoj potencijalne energije
0

0%U
konstantu k = —
aq?

sustava s jednim stupnjem slobode svodi se na
1
U(q)=§kx2+---. (3.13)

Uz (3.10) 1 (3.13) definiramo lagranzijan sustava Cestica s jednim stupnjem slobode koje se gibaju

u blizini polozaja ravnoteze (lagranZzijan malih titraja)

1 1
Lzzmxz—zkxz. (314)
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3.3 Jednadzba gibanja

Iz lagranzijana malih titraja izvodimo jednadZbu gibanja. Matricu mase m;; (q) obiljezavat ¢emo

u nastavku samo s m, §to je moguce samo kad je g Kartezijava koordinata. Derivacija lagranzijana

(3.14) po brzini je

oL
o
a vremenska derivacija je
d (0L
— (=) = mi. 3.15
at (ax) mx G.13)

Derivacija lagranzijana (3.14) po prostornoj koordinati je

oL

oL _ .. 3.16
P kx (3.16)

Jednadzbu gibanja izvodimo iz Euler-Lagrangeove jednadzbe

d <6L) oL _ (3.17)
dt \ox ox .
1 ona glasi
mi+kx=0/:m
k
¥+—x=0. (3.18)
m

Definiramo vlastitu frekvenciju malih titranja w = /k/m pa jednadzba gibanja postaje

¥+ w?x = 0. (3.19)

Opce rjesSenje ove diferencijalne jednadzbe je linearna kombinacija trigonometrijskih funkcija

x(t) = C; cos(wt) + C, sin(wt) (3.20)

gdje su konstante C; i C, odredene pocetnim uvjetima x(t = 0) = x, i Xx(t = 0) = x,.
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Drugi oblik rjesenja diferencijalne jednadzbe (3.19) je

x(t) = Acos(wt + ¢) (3.21)

gdje je A amplituda titranja, a ¢p poCetna faza titranja.
2 2 Gy
A= _[C;"+(C,F, ¢ = arctg (— C_) (3.22)
1

U slucaju stabilne ravnoteze konstanta k u jednadzbi (3.18) je pozitivna, pa kutna frekvencija w
poprima realna rjeSenja te jednadzba (3.19) zaista opisuje titranje sustava oko ravnoteznog

polozaja.

Suprotno, u slu¢aju nestabile ravnoteZe, konstanta k je negativna, pa kutna frekvencija w poprima
kompleksna rjeSenja. Tad jednadzba (3.19) ne opisuje titranje ve¢ eksponencijalno udaljavanje od

ravnoteznog polozaja koje ¢e uslijediti nakon svakog malog pomaka.

[x(t) = et + et

D

= . x(t) = cos(wt) + sin(wt)

"

Slika 3.1. Plava linija pokazuje eksponencijalno udaljavanje od ravnoteznog polozaja, dok crvena linija pokazuje

titranje oko ravnoteznog polozaja.

10
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Rijesimo i takvu jednadzbu.
¥ — w?x = 0. (3.23)

Pretpostavimo rjesenje u obliku
x(t) = Ae®t + Be™ %t (3.24)
gdje su konstante A i B odredene po¢etnim uvjetima x(t = 0) = x, i X(t = 0) = x,.

Rjesenja (3.20) 1 (3.24) su usporedena graficki na slici 3.1.

11
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3.4 Mali titraji sustava Cestica s viSe stupnjeva slobode

U poglavlju 3.1 obradili smo sustave s vise stupnja slobode, a jednadzba (3.7) predstavljala je

lagranzijan takvog sustava. U ovom poglavlju pogledat ¢emo kako izgleda jednadzba malih titraja

za sustav s n stupnjeva slobode.
Mali titraji dogadaju se u blizini toCke stabilne ravnoteze

4@ = (¢,©, 4,9, ..., ¢, ). (3.25)

Da bismo utvrdili postoji li takva toc¢ka za funkciju f = f(q4, 95, -, q,) Koristimo determinantu

matrice hesijan®

o*f  9*f  9%f o2 f
091> 0G192  9q,q; 091qn
a*f 9 f  9%f d%f
H=| 9941 09> 0qyq; 0q24n
. - _ (3.20)
0% f 0% f 0% f % f
aQn(h aQnQZ aanB GQnZ
za koju u slucaju stabilne ravnoteZe mora vrijediti uvjet
H > 0. (3.27)
Definiramo male pomake od tocke stabilne ravnoteze
xi = q; — q;. (3.28)
Za kineti¢ku energiju vrijedi izraz izveden u poglavlju 3.2
n
1 L
T=§ Z mij X, X , (3.29)

ij=1

2 Ludwig Otto Hesse (1811. — 1874.), njemacki matematicar

12
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a potencijalnu energiju razvijamo u Taylorov red oko tocke stabilne ravnoteze

n n
au
U= Z U(q;@)+ ) — | (qi—a:”) +
i=1 i=1 94: 1,

(3.30)

n
1 02U

ij=1

(g — :®)(q; — ;@) + -
0

Prvi ¢lan razvoja zanemarujemo jer je definiran do na konstantu. Drugi ¢lan razvoja po definiciji

stabilne tocke i1§¢ezava. Visi Clanovi su zanemarivo maleni. U aproksimaciji razvoja ostaje

n

1 02U

i,j=1

(a: — ) (q; — ;). (3.31)
0

Uzimajuéi u obzir definiran izraz za male pomake (3.28) i1 definiraju¢i konstante

= U ; kii=k 3.32
Y eqioql,s Y 32
gornji izraz pojednostavljujemo u
n
1
ij=1

LagranZijan malih titraja za sustav Cestica s n stupnjeva slobode je

n
1 .

ij=1

Za k-ti stupanj slobode vrijedi jednadzba
d ( oL ) oL 0 135
dt\ox,) 0x, (3-35)

Nakon provedenih derivacija jednadzba za k-ti stupanj slobode glasi

n

=1

13



LINEARIZACIJA JEDNADZBI GIBANJA

4 Primjeri

Primjer 1

Na primjeru matematickog njihala koje se giba u ravnini pronaéi ¢emo tocke stabilne i nestabilne
ravnoteze te frekvenciju malih titraja oko ravnoteznog polozaja. Matematicko njihalo sastoji se od

niti duljine [ i zanemarive mase na kojoj se nalazi tockasta kuglica mase m.

/2274

Slika 4.1. Matematicko njihalo izmaknuto iz ravnoteZnog poloZaja.

Kruzni luk koji kuglica prijede je [0 pa je brzina kuglice [8. Kineti¢ka energija kuglice iznosi

1 1 .
Tzzmv2 =Eml202. 4.1)

Sustav se nalazi u homogenom gravitacijskom polju te na kuglicu djeluje gravitacijska sila F=

mg?Z. Potencijalna energija U dana je s

U=- f Fdz =-mgz = —mglcosf. 4.2)

Za potrebu racunanja lagranzijana malih titraja oko ravnoteznog polozaja, potencijalnu energiju

razvijamo u Taylorov red oko poloZaja 6
1
U(8) = —mglcos 6, + mglsinb, (6 —6,) + Emgl cos By (0 — 0)% + -+ 4.3)

Zamale pomake (6 — 6) su njihove vece potencije zanemarivo male pa su izostavljene iz razvoja.

14
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U(e)

Slika 4.2. Kosinusoida (zelena linija) pokazuje pravi potencijal matematickog njihala, dok parabola (plava
linija) pokazuje aproksimaciju dobivenu razvojem u red. Sa slike je ocito uz odabir 6, = 0

poklapanje postoji za male pomake od ravnoteznog poloZaja.

Dalje, racunamo polozaje ravnoteze. Tocke ravnoteze proizlaze iz uvjeta

au
ﬁzO —> mglsinf =0 — sinf=0. 4.4)
Uvjet je uintervalu 0 < 8 < 2m ispunjen za dvije tocke:

91 = O, 92 = TI. (45)

Prema slici 4.2 zaklju¢ujemo da rjeSenje 6; odgovara minimumu potencijala, odnosno tocki
stabilne ravnoteze, dok rjeSenje 8, odgovara maksimumu potencijala, odnosno tocki nestabilne

ravnoteze.
Kad je njihalo izmaknuto iz ravnoteZnog poloZaja za mali kut 6 tada govorimo o malim pomacima

x=10 — x=10. (4.6)

x=10-m) — x=10. 4.7)

15
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Njihalo koje je malo izmaknuto iz toCke stabilne ravnoteze vratit ¢e se u ravnotezni polozaj 1 titrati

oko njega. Njihalo koje je malo izmaknuto iz tocke nestabilne ravnoteze udaljavat ¢e se od tog

polozaja.

Dva slucaja obradit ¢emo zasebno:

a)

b)

Stabilna ravnoteza za 6, = 0

Prema razvoju (4.3) potencijalna energija u blizini tocke stabilne ravnoteze poprima oblik

1
U6) ~ —mgl + Emglez. (4.8)

Lagranzijan malih titraja je prema (4.1) i (4.8) jednak

L=T-U-= lmlzﬁ'2 —lmgla2
2 2 ’
a uz zamjenu (4.6) lagranzijan postaje
1 . 1mg
— a2 _ 2 4.9
L S mx? = o—=xt 4.9)

Uvodenjem konstante k = % lagranZijan poprima ve¢ poznat oblik (3.14)

1 . 1
L= mez — Ekx2 : (4.10)

Kutna frekvencija malih titraja njihala izmaknutog iz poloZaja stabilne ravnoteze je prema

w =+ k/m jednaka

W, = %. @.11)

Kutna frekvencija je realna pa se uistinu radi o titrajima oko ravnoteZnog poloZaja. Njihalo

uvijek ostaje u blizini tocke ravnoteze.

Nestabilna ravnoteza za 6, =
Prema (4.3) potencijalna energija u blizini tocke nestabilne ravnoteze poprima oblik

1
U(8) =~ mgl — Emgl (6 —m)?2. (4.12)
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Lagranzijan malih titraja je prema (4.1) 1 (4.12) jednak

1 . 1
L=T-U-= zmlzez +§mgl (6 —m)?,

a uz zamjenu (4.7) lagranzijan postaje

1 . 1mg
=-mx? + ——x?. 4.13
L 2 mx< + 571 x (4.13)
Uvodenjem konstante k = — # 1 ovaj lagranzijan poprima ve¢ poznat oblik (3.14)
1 . 1
L= mez - Ekx2 : (4.14)

Kutna frekvencija malih titraja njihala izmaknutog iz polozaja stabilne ravnoteze je prema
w =+ k/m jednaka

W, = _% (4.15)
Kutna frekvencija je imaginarna pa se zapravo ne radi o titranju oko ravnoteznog polozaja,
ve¢ o udaljavanju od ravnoteznog polozaja za svaki mali pomak. Jednadzba gibanja koja

opisuje ubrzano udaljavanje iz tocke nestabilne ravnoteze je

Slika 4.3. Mali pomaci njihala x iz tocke stabilne ravnoteze (lijevo) i tocke nestabilne ravnoteze (desno).
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Primjer 2

Analogno matemati¢kom njihalu koje se giba u ravnini iz prethodnog primjera, promotrit ¢emo
matematicko njihalo s nabijenim tijelom naboja q koje se nalazi u homogenom okomitom

elektricnom polju iznosa E kako je prikazano na slici.

F F F F

\ -

Slika 4.4. Matematicko njihalo u homogenom elektri¢cnom polju.

Analogno (4.1), zaklju€ujemo da je kineticka energija tijela
1 .
T :EmIZQZ_ (416)

Ovisno o predznaku naboja kuglice na njihalu razlikujemo dva slucaja:

a) tijelo je pozitivnog naboja i na tijelo djeluje elektricna sila ﬁel = —qE7Z,

b) tijelo je negativnog naboja i na tijelo djeluje elektri¢na sila ﬁ'el = qEZ.

Dva slucaja obradit ¢emo zajedno. Ukupna sila na nabijenu kuglicu je zbroj gravitacijske 1

elektri¢ne sile
F = (mg + qE)2. (4.17)

Potencijalnu energiju ra¢unamo na iduc¢i nacin

U=—dez= —(mg £ qE)z = —(mg £ qE)lcos 6 . (4.18)

18
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Uz definiranje specifi¢nog naboja q' = % izraz postaje

U=-m(gtq'E)lcoséb. (4.19)

Tocke ekstrema proizlaze iz uvjeta

ou
%=O —> m(g+q'E)lsind =0 — sinf=0. (4.20)

Kao i u prethodnom primjeru, uvjet je ispunjen za dvije tocke:

a)

b)

6, =0, 0, = . (4.21)
Sluéaj 6, = 0

Analogno (4.9) uz izmjenu (4.17) lagranzijan poprima oblik

1 . 1 +qg'E
L=§mx2— Emwxz. (4.22)

Uvodenjem konstante k = ?(g + q'E) poprima oblik jednak onom u (3.14). Kutna

frekvencija malih titraja njihala je prema w = /k/m jednaka

+q'E
w, = |2 —lq _ (4.23)
Sluéaj 6, =
Analogno (4.13) uz izmjenu (4.17) lagranzijan poprima oblik
1 . 1 +q'E
L=imiz+ amEELE) o (424)
2 2 l
Uvodenjem konstante k = — ? (g £ q'E) i ovaj lagranzijan poprima oblik jednak onom u
(3.14). Kutna frekvencija malih titraja njihala je
+q'E
w, = |-4=1 (4.25)
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F 3 F 3 F 3 F 3 F 3
E
. g
g
0 l
4 m

Slika 4.5. Mali pomaci x iz to¢aka ekstrema za matematicko njihalo u elektri¢nom polju.

Ishodi slucajeva ovise o vise ¢imbenika (priroda naboja kuglice, omjer gravitacijske i elektricne

sile) pa su stoga pregledno razradeni u tablici ispod.

pozitivan naboj (q > 0) negativan naboj (q < 0)

¢JE<g — STABILNA
0:=0 uvijek STABILNA
¢E>g — NESTABILNA

¢E<g — NESTABILNA
0, =m uvijek NESTABILNA
gE>g — STABILNA

Tablica 1.1. Poredak stabilnih i nestabilnih ravnoteza za tocke ekstrema ovisno o predznacima naboja kuglice i

omjerima iznosa sila koje na nju djeluju.

20



LINEARIZACIJA JEDNADZBI GIBANJA

Primjer 3

Cestica mase m nalazi se u polju potencijalne energije opisane funkcijom
U(x) = bx* — ax?, a,b > 0.

Da bismo pronasli ekstreme 1 moguce tocke stabilne ravnoteze, prvo pronalazimo prvu derivaciju

Z—Z = 4bx3 — 2ax. (4.26)
Za jednadzbu
x (2a — 4bx*) =0 (4.27)
pronalazimo tri rjeSenja
a
X1, =% >3 x3=0, (4.28)

u kojima potencijalna energija ima ekstreme.

Druga derivacija potencijalne energije je

d?U
ﬁ = 12bX2 —2a (429)

pa proizlazi da za x, , potencijalna energija ima minimum

d?u

W = 4q > 0, (4.30)
a za x3 potencijalna energija ima maksimum

d*u

ﬁ =—-2a <0. (4.31)

U tockama minimuma potencijalne energije Cestica se nalazi u stabilnoj ravnotezi pa funkciju

potencijalne energije razvijamo u Taylorov red oko tih tocaka

a? 2a3 a a\’
1 ek ) v 2a (xt |2) 4 4.32)
UCaz) = =35+ |5 <x— 2b)+ a("— Zb) +
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Slika 4.6. Funkcija U(x) (crvena linija) opisuje potencijal u blizini to¢aka ekstrema. U tocki x = 0 ravnoteza je
nestabilna. Oko toCaka stabilne ravnoteZe potencijal je razvijen u Taylorov red (funkcije U(x;) i U(x,) prikazane su

zelenim linijama).

Definiramo male pomake u odnosu na polozaj ravnoteze i njihovu prvu derivaciju

F=x+ Eog. (4.33)

T % ]
U razvoju potencijalne energije izostavljamo prvi ¢lan jer je definiran do na konstantu te od
preostalih ¢lanova zadrzavamo drugu derivaciju, a uzimaju¢i u obzir definirane male pomake

(4.33) potencijalna energija je u blizini tocke stabilne ravnoteze aproksimirana s

U=2aé&? (4.34)
Kineticka energija Cestice mase m koja se kre¢e u navedenom potencijalu je dana s
1 1 .
=—mx®=— 2, 4.35
T > mx > mé ( )

LagranZijan malih titraja je prema (4.34) 1 (4.35) dan s
1 .
inmfz—ZaEZ. (4.36)

Prema (3.17) jednadzba gibanja glasi

E+in—a€=0, (4.37)

a iz (3.19) zakljucujemo da je frekvencija malih titraja u to€kama stabilne ravnoteze

w = z\/g. (4.38)
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Primjer 4

Cestica mase m nalazi se u polju potencijalne energije opisane funkcijom

U(x) = A cos(ax) + Bx, 0< ax <2m. (4.39)
Prva i druga derivacija potencijalne energije su redom

d
I —Aa sin(ax) + B,
d*u

ek —Aa? cos(ax) .

(4.40)

(4.41)

Ekstrem funkcije odreduje se tako da se prva derivacija izjednaci s nulom te prema jednadzbi

B
sin(axy) = 1 =C - sin(axy) >0 (4.42)
postavljamo uvjet za postojanje tocke ekstrema u ax,

ICl<1 - B < Aa (4.43)

Da bismo u ekstremima imali minimum, odnosno tocke stabilne ravnoteze, druga derivacija mora
biti pozitivna.

—Aa? cos(axg) >0 - cos(axy) <O0. (4.44)

Prema (4.42) 1 (4.44) rjeSenja se nalaze u intervalu drugom kvadrantu pa su stabilne tocke
ravnoteZe one za koje vrijedi

I
—<axyg<Tm.
2 = (4.45)
Potencijalnu energiju razvijamo u Taylorov red oko tocke stabilne ravnoteZe x,,
1d%U 5
U(x) = U(xo) + Ir (x —x0) + > dn? (x—x0)* + ... (4.46)
X0 X
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Prvi ¢lan zanemarujemo jer je definiran na konstantu, prva derivacija po definiciji iSCezava za

tocke ekstrema, pa je prvi ¢lan razli¢it od nule koji uzimamo u obzir druga derivacija

U(x) ~ — %Aoz2 cos(ax,) (x — xq)2. (4.47)

Funkciju kosinus izrazit ¢cemo pomocu funkcije sinus koristeci trigonometrijski identitet prema

kojem je

cos(axy) = +4/1 — sinZ(ax,) (4.48)

u kojem ¢emo odabrati negativan predznak jer se prema (4.45) kut nalazi u drugom kvadrantu u
kojem su kosinus i sinus suprotnih predznaka (sinus poprima pozitivne vrijednosti, a kosinus

negativne).

ax
2n

Slika 4.7. Graficki je prikazan potencijal za neke vrijednosti omjera parametara B/A. Prema uvjetu, tocka ekstrema

postoji samo kad je omjer B/(Aa) manji od 1.
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Definiramo male pomake

E=x—xp, §=x (4.49)

te uz (4.47), (4.48) 1 (4.49) aproksimacija potencijalna energija postaje

1 1
U(x) = EAaZ J1 —sin2(ax,) & = EAaZ\/ 1-Cc2¢2, (4.50)
Lagranzijan je
1 . 1
L=§mEZ—§Aa2\/1—C2 &2, (4.51)

a prema (3.17) jednadzba gibanja je

mé + Aa®\J1-C2§ = 0. (4.52)

Kvadrat frekvencije malih titraja oko ravnoteznog polozaja je prema (3.19) jednak

(1)2

2 — 2 2 2
_AaV1 = (7 Aa 1_<£>_ (4.53)

m m Aa
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Primjer 5

Cestica mase m nalazi se u polju potencijalne energije opisane funkcijom

ax*

x2+b

Ulx) = , a,b>0. (4.54)

Izjednacavanjem prve derivacije potencijalne energije s nulom pronalazimo tocku ekstema

dU(x) 2ax® (x* + 2b)

= 4.55
dx (x2+b)2 '’ (453)
dU(x)
= 0 = x,=0. (4.56)
Prirodu ekstrema odreduju vise derivacije. Za drugu derivaciju
d?U(x) _ 2ax? (x* + 3bx? + 6b?) 4.57)
dx? (x% + b)3
vrijedi
d?U(x)
=0
da? i (4.58)
XO—O

pa za odredivanje prirode ekstrema moramo racunati viSe derivacije potencijalne energije.

d*U(x) —24ab’x (x> —b) d3U(x)

_ _ (4.59)
dx3 2+ b)? T 0

XO=O

d*U(x) _ 24ab? (5x* — 10abx® + b?) - d*U(x)
dxt (x2 + b)* dx*

= 24ab®> >0. (4.60)

x0=0

Prema (4.60) zaklju¢ujemo da je tocka x, = 0 minimum potencijalne energije te predstavlja
polozaj stabilne ravnoteze. Za mali pomak od ravnoteznog polozaja x — x, Cestica Ce titrati, ali

njeno titranje nece biti harmonicko.
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Razvijmo potencijal u Taylorov red oko tocke x, = 0 do prvog ¢lana razliitog od nule

du 1d?U

U(x) = U(X()) + %‘x (x — XO) + ET(;C) ) (X — XO)Z
1 d3U(x0) 1 d4U(0x) oD
T |, g | e

Uzimajuéi u obzir vrijednosti derivacija u tocki x, (4.56), (4.58) i (4.60) te definiraju¢i male

pomake kao
E=x—x, ¢&=1x (4.62)

potencijal mozemo aproksimirati s

U(x) = %54. (4.63)

Slika 4.8. Zelena linija pokazuje to¢an potencijal u blizini tocke ekstrema. Crvena isprekidana linija pokazuje

aproksimaciju, koja se u blizini to¢ke ekstrema podudara s pravim potencijalom.
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Kineticka energija Cestice je

1 .
pa za lagranzijan malih titraja vrijedi
1 . a
L == 2 _ 4-_ 4.65
>m 5 ¢ (4.65)

Titranje nije harmonicko pa ¢emo promotriti zakon ocuvanja energije Cestice u zadanom
potencijalu. Ukupna energija Cestice E ocuvana je i jednaka je E = T + U u svakoj tocki titranja.
Zaravnotezni polozaj vrijedi da je U(x) = 0, paje E = T. Analogno, za amplitudni polozaj vrijedi

T =0paje

a
E=U@) =7 A* (4.66)

gdje smo s A obiljezili amplitudu.

Prema (4.66) zakon oCuvanja energije mozemo pisati na idu¢i nacin

1 . a a
— 24 &t = _ A% 4.67
me +b<$ bA ( )

dé /2a
== | A% — &%), (4.68)

Za vremenski diferencijal dt vrijedi

P L (4.69)
} 20 [ar—g

Ako s T oznacimo period titranja, Cestica za T /4 stigne iz ravnoteznog polozaja u amplitudni pa

o : g .. . .
Zapisimo ¢ kao d—i 1 izlu¢imo

za granice integracije odabiremo iduce

T/4

/mb £ de
fdt: ZJM 7 (4.70)
0 0 A*-¢ )

28



LINEARIZACIJA JEDNADZBI GIBANJA

Integral s desne strane znaka jednakosti nije tabliéni pa ga svodimo na beta funkciju® uz zamjene

) NI

f s _ A _lf _| u=t |=
[+ = &4 A 1—t4 du = 4t3dt

0 0

(4.71)
if aw __17@rE)
4A ) Win1=u 4A F(%)
Integral (4.70) onda postaje
zzﬁggjéﬁé) W)
4 2a 4A (%) ' '
Uz poznatu vrijednost I' G) = /7 pronalazimo traZeni period
_Ym mb T (1) (4.73)
ey

koji zbog neharmonicnosti titranja ovisi o amplitudi 4.

3 Gama i beta funkcije imaju brojne primjene, a mogu se koristiti za izraunavanje integrala koji se ne mogu rijesiti
nekom od uobicajenih metoda. U navedenom primjeru je za integral oblika fol x%1(1 — x)P~1dx rjeenje dano's
I'(a)T(b)

rarn) gdje I' predstavlja gama funkciju.
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Primjer 6

Cestica mase m giba se po kruznoj petlji polumjera R bez trenja. Petlja se okre¢e oko okomite osi

simetrije koja lezi u ravnini petlje stalnom kruznom brzinom w.

Slika 4.9. Cestica je izmaknuta iz najnizeg polozaja za kut 8 uzduz rotirajuce kruzne petlje. Najnizi polozaj odabran

je kao referentna tocka za gravitacijsku potencijalnu energiju.

Slucaj iz primjera promatrat ¢emo iz sustava Cestice. PoloZaj Cestice prikazane na slici opisujemo

sfernim koordinatama

x = Rsin 6 cos wt y = Rsinfsinwt , z=R (1—-cos@0). (4.74)

Kineticka energija je

m
T == (2 +5°+2%). (4.75)

Deriviranjem i kvadriranjem Kartezijevih koordinata dobivamo

m .
T== (R?6% + R*w? sin? 9). (4.76)

Drugi ¢lan u izrazu za kineticku energiju moze se tumaciti kao potencijal cetripetalne sile

m m

Uy = —w?R*sin? 6 = ?wzpz ) 4.77)
du

for == d;p = —mw?p , (4.78)
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gdje p predstavlja okomicu povucenu od polozaja Cestice do osi vrtnje kruzne petlje, odnosno
polumjer kruzenja Cestice u x-y ravnini. Negativan predznak implicira da je centripetalna sila

orijentirana prema srediStu te vrtnje.

Potencijalna energija u odnosu na odabranu referentnu tocku je

U =mgz =mgR (1 — cosB). (4.79)
LagranZzijan je
m .. m
L =7R262 +7R2a)2 sin®8 —mgR (1 —cos @) , (4.80)
a jednadzbu gibanja dobivamo primjenom Euler-Lagrangeove jednadzbe
d 0L\ 0L
(=) == 4.81
dt (00) a0 0, “31)
mR?6 — mR?w? sin @ cos 6 + mgR sinf = 0. (4.82)

Dobivena jednadzba gibanja opisana je jednom poopéenom koordinatom, ali nije linearizirana. Da
bismo dobili jednadzbu koja opisuje harmonicka titranja oko toc¢aka stabilne ravnoteze prvo ¢emo
na temelju jednadZzbe gibanja (4.82) definirati efektivnu potencijalnu energiju (centripetalne 1

gravitacijske sile)

s d mR?w?
mR<“0 +—| — >

.2 _ —
78 sin“ 8 — mgR cosH) 0. (4.83)

Iz gornjeg izraza zaklju€ujemo da je efektivna potencijalna energija

mR?w?
Uep = — sin? & — mgR cos 6 (4.84)
pa je novi lagranzijan sada dan s
L=—R2%%-U 4.85
- 2 ef' ( . )

Pronadimo prvu derivaciju efektivne potencijalne energije

dUu
d;f = —mR?w?sinf cos § + mgR sin § (4.86)
1 izjedna¢imo ju s nulom
: g N\ _
sin 6 (cos 0 — sz) = 0. (4.87)
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RjeSavanjem trigonometrijske jednadzbe u intervalu 0 < 6 < 2m pronalazimo tri ekstrema.

Iz sin 8 = 0 zaklju¢ujemo
6,V =0, 0,? =, (4.88)

aiz cosf = LZ proizlazi
Rw

8o = cosT1 —. 4.89
0 cos Ra? ( )
Prirodu i uvjete ekstrema odredit ¢e druga derivacija potencijalne energije
dZUef 2,2 2 02
792 = —mR*w*(cos* 6 — sin“ 8) + mgR cos 6 (4.90)

koju ¢emo zbog specificnosti ekstrema 90(3) svesti potpuno na funkciju kosinus uz

sin?6 = 1 — cos? 6

d*Uu
ng = —mR?w?(2cos?> 6 — 1) + mgR cos 0. (4.91)
Slucajevi po ekstremima su:
1) Ekstrem 6,V =0
d*U
ef = —mR2w? + mgR. (4.92)
d92 90(1)

Priroda ekstrema ovisi o predznaku druge derivacije pa razlikujemo dva moguca ishoda:

—mR?w?+mgR>0 = w< \/% stabilna ravnoteia, (4.93)

—mR?w?+mgR<0 = o> \/% nestabilna ravnoteia. (4.94)
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2) Ekstrem 90(2) =T

d2U,;
d92 90(2)

= —mR?w? — mgR. (4.95)

Za ovu tocku ekstrema druga derivacija je uvijek negativna pa vrijedi da je ravnoteza uvijek

nestabilna, neovisno o iznosu kruzne brzine.

3) Ekstrem 6, = cos_lﬁ

Da bi ovaj polozaj ravnoteze postojao mora vrijediti da je

0 > ] - w > ( )

Izra¢unajmo drugu derivaciju u toj tocki
d*U,y mg?

= mR?w? —
d92 90(3) (1)2

(4.97)

iz ¢ega na temelju uvjeta (4.96) zakljucujemo da se radi o poloZaju stabilne ravnoteze za

uvjetovane vrijednosti kruzne brzine.

Definirajmo poblize mali pomak ¢ 1 njegovu prvu derivaciju

p=0-0, ¢$=0. (4.98)
Kad petlja miruje (w = 0) Cestica se nalazi u polozaju 8 = 0, a ako ju izmaknemo za maleni kut

¢ ona Ce se vracati u pocetni poloZaj i titrati oko njega. Isto vrijedi i za male iznose kruZne brzine.

Kad kruzna brzina ima iznos w > \/% polozaj 8 = 0 viSe nije stabilan, a Cestica se pomice prema

1

poloZaju 8 = cos™ % oko kojeg Ce titrati kad ju iz tog polozaja pomaknemo za maleni kut ¢.

Za sve iznose kruzne brzine polozaj 8 = 7 je tocka nestabilne ravnoteZze. Ako se Cestica nade u

tom poloZaju, za svaki infitezimalno mali pomak Cestica ¢e se sve viSe udaljavati od tog poloZzaja.
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"u(e)

Slika 4.10. Prikazan je graf efektivnog potencijala za dva slucaja iznosa kruzne brzine w. Plava linija pokazuje kako

je za male iznose kutne brzine tocka stabilne ravnoteze polozaj opisan s 8 = 0. Zelena linija pokazuje kako je za vece
iznose kruzne brzine polozaj stabilni poloZaj & = 0 nestabilan, a stabilni polozaj je dan's 8 = cos™! %. Za sve iznose

kruzne brzine je polozaj 6 = m nestabilan.

Sad razvijmo efektivnu potencijalnu energiju u Taylorov red oko dvaju mogucih poloZzaja stabilne
ravnoteze. Prvi ¢lan je definiran do na konstantu, drugi iS¢ezava zbog uvjeta za ekstrem, pa se
zadrzavamo na tre¢em ¢lanu razvoja

1 d?*Ugyy

Uer = 5~z | (0 =007 (4.99)
2
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Razdijelimo jednadzbe malih titraja na dva slucaja, za dvije moguce tocke stabilne ravnoteZze:

1)

2)

titranje oko polozaja 8, = 0 opisano je lagranzijanom

1 ; 1
L= Emqub2 — E(—msz2 + mgR) 2. (4.100)

Prema (3.17) pripadajuca jednadzba gibanja je
. 19 N\ .
¢+(E—w )b =0. (4.101)

Jednadzba se svodi na diferencijalnu jednadzbu harmonickog oscilatora iz koje mozemo

i8¢itati frekvenciju malih titranja oko poloZzaja ravnoteze

Q= /% W, (4.102)

1.9

titranje oko polozaja 6, = cos™ Py opisano je lagranzijanom

1 o1 mg?
— 2 42 2,2 2

Prema (3.17) jednadzba gibanja je

. g?

¢+<w2—m>¢=o. (4.104)
Frekvencija malih titraja oko polozaja ravnoteze je

g2
Q= w2 ——— (4.105)

szz'
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Primjer 7

Cestica mase m giba se unutar paraboloida opisanog jednadzbom z = c(x? + y?) po stalnoj

kruznoj putanji polumjera ry.

Slika 4.11. Cestica unutar paraboloida.

Prikazimo polozaj Cestice u polarnim kooridnatama

x=rcos@, y=rsinf, z=cri (4.106)
Komponente brzine su
X =71cosh —rfsind , yzfsin9+r9c050, z = 2crr (4.107)
pa je kineticka energija Cestice u polarnim koordinatama dana s
1 .
T = Sm (72 + 1202 + 4c?r¥2). (4.108)
Potencijalna energija Cestice je
U = mgcr?. (4.109)
Definiramo lagranzijan
1 .
L= om (72 +126% + 4c?r%?) — mgcr?. (4.110)

36



LINEARIZACIJA JEDNADZBI GIBANJA

Potrebne derivacije za Euler-Lagrangeovu jednadzbu gibanja su

L
37 = mi(1 + 4r3c?), (4.111)
d (0L
E(%) = m# (1 + 4r?c?) + 8mrr?c?, 4.112)
aL . _
prol mr6? + 4mc?ri? — 2mgcr, (4.113)
a jednadzba gibanja je
m# (1 + 4r%c?) + 4mri2c? — mr(62 — 2gc) = 0. (4.114)

Da bismo jednadzbu sveli na jednodimenzionalni problem definiramo kutnu koli¢inu gibanja pg

pg=mr¥d - 0= 1:;)2 4.115)
pa jednadzba gibanja poprima oblik
2
mi (1 + 4r?c?) + 4mri®c? — % + 2mgcer = 0. (4.116)
Nadalje, prikazat ¢emo jednadzbu na iduéi nacin
mi (1 + 4r2c?) + 4mri?c? + 4 L‘?Z +mger? | =0 (4.117)
dr \2mr? '
te definirati efektivnu potencijalnu energiju u kojem se Cestica giba
Po’
Ues = 2 + mgcr?. (4.118)

Da bismo pronasli ekstreme 1 ispitali njihovu prirodu prona¢i ¢emo derivacije efektivne

potencijalne energije.

Prva derivacija je

dUers P’
i m3 + 2mgcr, (4.119)

a izjednacavanjem prve derivacije s nulom pronalazimo da je

2 2
Do 4/ be~ _
W = ngcr - r= Zngc =1 (4120)
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polozaj ravnoteze. Prirodu tog polozaja saznat ¢emo preko druge derivacije efektivne potencijalne
energije

dZUeff 3p92
a2 = — + ngC, (4121)

a uvrstavajuci izraz (4.115) u drugu derivaciju dobivamo da je

d?U
dresz = 8mgc > 0. (4.122)

Zakljucujemo da polozaj (4.120) predstavlja stabilnu ravnotezu. Tijelo ¢e za male pomake

p=r—1, p=*  p=r (4.123)

titrati oko tog polozaja.

Razvijmo efektivnu potencijalnu energiju u red oko polozaja stabilne ravnoteze

Ur=U
er = Yot g, o 2 dr?

(r—19)%+ . (4.124)

To

Slika 4.12. Egzaktni potencijal je funkcija sastavljena od ¢lana proporcionalnog s 1/7? i ¢lana proporcionalnog s 12
(prikazano punom zelenom linijom). U blizini to¢ke ravnoteze aproksimacija je prikazana isprekidanom plavom

linijom.
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Prvi ¢lan razvoja zanemarujemo jer je definiran do na konstantu, drugi ¢lan razvoja iSCezava po
definiciji polozaja ravnoteze, pa efektivnu potencijalnu energiju u blizini poloZaja ravnoteze

aproksimiramo s

1d*U, gy
Uer 57| (r=m0)% (4.125)
To
auz (4.122)1(4.123) dobivamo
U = 4mgcp®. (4.126)
Jednadzba gibanja uz (4.117) 1 (4.126) postaje
mp (1 +4(p +15)%c?) + 4m(p + ry)p?c? + 8mgcp = 0, (4.127)

a uzimajuéi u obzir aproksimacije p2 ~ 0 i (p + 19)? = ¢ jednadzbu svodimo na linearizirani

oblik

"+( 8g¢ )—0 4.128
P\ T+ an2c2)P =7 (4.128)

1z izraza u zagradi definiramo frekvenciju malih titraja oko ravnoteznog polozaja

8gc
= |[———— . 4.129
@ ,1 + 41,y?c? ( )
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Primjer 8

Dvije Cestice jednakih masa m imaju potencijalnu energiju vanjskog potencijala Uy, i potencijalnu

energiju medudjelovanja Uy,.

x4

(1 — x3)?
UV:U()F UM:_UO—

a2
Pronadimo tocke stabilne ravnoteze i lagranzijan malih titraja oko tih tocaka.

Krenimo od potencijalne energije za obje Cestice pojedinacno:

4 2
X1 (x4 — x3)
Uy = Uy b4 = Uy a2 ’
4 2
X2 (1 — x3)
U, = UO b4 - UO a2

Ukupna potencijalna energija je

4 4 2
X1 Xy (xl - xZ)
U=UogartUogr—Uo——
x14 x24 (% — Xz)z

Prve derivacije potencijalne energije po prostornim koordinatama su redom

ou 4 L, 2 ou 4
~—=Uo |57 %1 _E(%_xz)]f ——="Uo bt

2
3
9%, b 9%, Xt (X))

a izjednacavanjem prve derivacije s nulom dobivamo sustav dviju jednadzbi kojima su rjeSenja

X1=x— I x,=+— (4.131)
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Drugom derivacijom potencijalne energije u tim to¢kama utvrdit ¢emo prirodu ekstrema. Za

potrebe hesijana raCunamo

02U _u (12 5 2) 10
axlzo_ o\pt™t T g2 o a2 %’
0%U _ U (12 5 2) 1OU
0x,2 0_ o\pe™2 T2 o az %’
0%U 2 U
dx,0x, a? °
pa je determinanta matrice hesijan jednaka
02U 02U 10 2
0x,%2  0x10x;|  |q27° 270 96
H = 92U 92y =15 10 ;UO. (4.132)
—Uo —Uo
0x,0x;  0x52 a a

2
Uvjeti za minimume H >0 i ZTIZJ > 0 su zadovoljeni, pa tocke (4.131) predstavljaju polozaje

stabilne ravnoteze.

Ako tijelo malo izmaknemo iz polozaja stabilne ravnoteZze za &, ono ce titrati oko te tocke.

Definiramo male pomake iz poloZaja ravnoteze

$1 =% — x1(0) )

$2

kao 1 njihove pripadajuce prve derivacije

2

€1=5C1,

xz - XZ(O)

(4.133)

(4.134)

41



LINEARIZACIJA JEDNADZBI GIBANJA

Potencijalnu energiju (4.130) razvijamo koriste¢i Taylorov razvoj funkcije dviju varijabli oko

toCaka stabilne ravnoteze koriste¢i oznake za male pomake (4.133) 1 (4.134)

au au
— © ,. (0 - -
U(¢1,¢2) U(x1 ) X2 )+0x1 051'*‘ 9x, Os;z
4.135
4 1[0%U 24 0%U N 0%U 2 ( )
2 | 0x,? 051 0x,0x; L 0x,2 052 '

Prvi izraz u razvoju zanemarujemo jer je definiran do na konstantu. Prve derivacije iS¢ezavaju

zbog definicije toaka ravnoteZe. U razvoju preostaje

U( )—1 o 242 o +62U 2 4.136
51!62 _2 axlz 051 axlaxzflfz axzz 062 . ( . )
Uvrstavanjem drugih derivacija u prethodni izraz dobivamo
1710 2 10
U(fpfz)zi [?Uo 512+2§U0 $182 +EU0 fzz] (4.137)
5 , 2 5 5
U($1,$2) =§U0 $1 +§U0 §1$2 +;U0 2" (4.138)
Kineticka energija dviju Cestica je jednaka
1 1
T=_m.7'C12+_m5C22, (4139)
2 2
a koriste¢i prve derivacije malih pomaka (4.134) izraz postaje
1 . 1 .
T=omé +omé’. (4.140)

Lagranzijan malih titraja dviju Cestica oko toCke ravnoteze je
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1 .2 1 .2
Lzszl +Em§2 E

5 2 5 2
UO El _EUO ElEZ_;UOEZ .

2 (4.141)

Pronadimo jednadzbe gibanja. Uvrstimo dobiveni lagranzijan u Euler-Lagrangeovu jednadzbu

d (LN _oL_ . _ .,
——]—-—=—=0, i=12.
dat\a¢,) ~ 9%,
Zai = 1 dobivamo
. 10U, 2
f1+mf1+mfz=0,
azai = 2 dobivamo
. 10U, 2
fz"‘mfz"‘wsﬂ:o-
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Primjer 9

Pronadimo lagranzijan sfernog njihala u blizini tocke stabilne ravnoteze u Kartezijevim

koordinatama. Sferno njihalo prikazano je na slici ispod.

Slika 4.13 Sferno njihalo.

Duljinu njihala oznac¢imo s [, a sa slike uo¢avamo relaciju koja povezuje duljinu i koordinate
polozaja
12=x%+y%+ 22, (4.142)

[zlu€ujemo z-koordinatu 1z (4.142)

z=l—x2—y2=1|1-

i razvijamo u red binom

1
) xz+yzi_1 1/x%+ y? 1x2+y22+
12 I ANNE g\ 12

Za mala odstupanja vrijedi da su x,y < 1 pa se u razvoju zadrzavamo samo na prva dva ¢lana jer

su ostali ¢lanovi zanemarivo malog iznosa.
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Za z-koordinatu sad dobivamo

x2_|_ 2 x2+ 2
z=l<1— y>=1— zzy’ (4.143)

a vremenska derivacija je
1
Z= -7 (xx + yy). (4.144)
Masa m koja visi na kraju niti ima kineticku energiju koja je jednaka
m
T=7 (x2 +y%2+22%),
auz (4.144) postaje

r=2 5c2+5/2+1(x5c+y3’/)2 :
2 12 (4.145)

Pritom je zadnji ¢lan z2 zanemarivo malen u odnosnu na %2 i y? pa se kineti¢ka energija svodi na

konacéni izraz

m
T = = (x2 + y2). (4.146)

Sustav se nalazi u homogenom gravitacijskom polju pa je potencijalna energija

m
U=-mgz=—-mgl+ 2—‘?(x2 + y2). (4.147)

LagranZijan sfernog njihala je prema (4.146) 1 (4.147) jednak
m
L=~ %% + 32 —%(x2 +7)] (4.148)

gdje prepoznajemo frekvenciju malih titraja

Dobiveni lagranZijan je zbroj lagranZijana dva nezavisna harmonijska oscilatora.
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Primjer 10

Pronadimo lagranzijan malih titraja i jednadzbe gibanja za dvostruko njihalo sastavljeno od dvije

mase m, 1 m, koje vise na niti zanemarive mase kako je prikazano na slici ispod.

Slika 4.14. Dvostruko njihalo.

Sustav opisan slikom je pojednostavljen model dvostrukog njihala. Za poopcene koordinate
odaberimo kutove 6, i 8,, a za poopéene brzine odaberimo kutne brzine 8, i 6. Sustav ima dva

stupnja slobode. Prikazimo koordinate polozaja za obje mase koriste¢i poopcéene koordinate.
x; =1l;sinf,, X, =1l;sinf; + [, sinf,,
y, = —lycosf,, y, = —l;cos8; — 1, cos0,.
Derivacijom koordinata polozaja dobivamo brzine prikazane pomocu poopcenih brzina.
%, =1, cos 6, 0;, %, =1, cos @, 0; + 1, cosB,0,,

:)71 = llsingl él’ :)./2 = llsingl 91+l25in02 92.
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Kineticke energije Cestica T; 1 T, su

Ty =—@f +97) = — (I cos® 6, 67 + I sin® 6, 67) = —~ 1767,

m m . . .
T, = 72 (X2 +y2) = 72 (1 cos? 6, 62 + 21,1, cos 8 cos 8, 8,0, + L7 cos? 0, 6,2 +

12 sin? 6, 0,2 + 21,1, sin 0, sin 0, 0,0, + 1? sin? 6, 62) =
= % [126.2 + 1267 + 21,1,6,6, cos(6; — 6,)],
gdje smo primijenili formulu za kosinus razlike kutova
cos(64 — 0;) = cos 0, cos O, + sin O, sin 6,.
Potencijalne energije Cestica U; 1 U, su
Uy =mygy; = —mygly cos by,
U, =m,gy, = —m,g(lycos; +1,cosb;).

LagranZijan je razlika ukupne kineti¢ke i ukupne potencijalne energije.

L=(T+T) - (U +Up) =
= 71112912 + 72 [112912 + 122922 + lelzglez COS(G]_ - 92)] +

my gl cos8; + m,g(ly cos6; + 1, cosb,).

Uz pretpostavku da su kutovi 6; 1 8, malog iznosa titranje dvostrukog njihala moZemo opisati
lineariziranim jednadZbama gibanja ako razvijemo funkciju kosinus u Taylorov red oko

ravnoteznog polozaja.

1
cos 6 = cos B, — sin(6,) (6 — 6,) — ECOS(HO) (0 —6,)% +
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U gornjem izrazu zanemarujemo drugi Clan, jer je prema definiciji ravnoteznog polozaja prva
derivacija jednaka nuli, te ¢lanove od Cetvrtog nadalje, jer sadrze vece potencije kuteva 6; 1 0,

koje su zanemarivo male.

Uzmemo li za ravnotezni polozaj 8, = 0 dobivamo

67 67 0, - 6,)%

cosBlzl—Tl, costzl—T, cos(6, —6,) = 1— > 1.

U zadnjem razvoju zanemarili smo ¢lan s (8; — 8,)? jer sadrzi umnozak malih kuteva 0, - 6, .

Langranzijan sada mozemo zapisati u nesto jednostavnijem obliku primjenjujucéi aproksimacije i

pretpostavljajuci da je potencijalna energija definirana do na konstantu.

my ., m . . . 02 02 0,
L = 71l12912 + 72 (l12912 + l22922 + 2l1[29192) - mlgll 71 - ngll 71 - nglz 72 .
Grupirajmo ¢lanove da dobijemo pregledniji oblik

L= (_1+ _2) 112912 + 72l22922 + mzlllzelez - (71 + 72

) > )gl1912 _nglzezz-

Jednadzbe gibanja dobit ¢emo rjesavajuci Euler-Lagrangeove jednadzbe

d(oL\ oL _ . . _ .
dt\ae,) 06, ' T~

Potrebne parcijalne derivacije su

JL . .

— = (my; + m,)l#0, + m,,1,8,, —=—(m; +m,)gl,0,,
26, (m, 210, 21206 a6, (my 2)9110,
oL 126, + m,l,1,0 1,60
—=m m , —=-m .

20, 20205 2l1t204 20, 291203

Dobivene linearizirane jednadzbe gibanja dvostrukog njihala su

1) (my + mu)120; + myli 1,6, + (my + my)gli6; =0, (4.149)

2) myl70, + myly1,60, + mygl,0, =0 . (4.150)
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Primijetimo da se prva jednadZba uz uvjet 8, = 0 svodi na

6. +96, =0,
ly

a druga jednadzba uz uvjet 6; = 0 se svodi na

éz +292:0 )
L,

Sto su linearizirane jednadzbe gibanja jednostavnog matematickog njihala.

Promotrimo slucaj dvostrukog njihala za koji vrijedidaje my =m, =mily =1, = L
Jednadzbe gibanja (4.149) 1 (4.150) tad poprimaju oblik

2ml?6, + ml%8, + 2mgll, = 0 /:2ml?

o1,
m+§%+%@=o 4.151)

ml?6, + ml?6, + mglf, =0 /:ml?

@+@+%%=0 (4.152)

Sustav jednadzbi (4.151) 1 (4.152) mozZe se zapisati u matricnom obliku. Uvedimo vektor i matrice

1 g

) ) K =
0,(1) . 2

0
l
gl
O =
l
Sustav jednadzbi gibanja moze se pomocu navedenih matrica zapisati u obliku

MO+KO=0.

RjesSenje gornje jednadzbe sadrzi vlastite frekvencije titranja w koje ¢emo pronaci rjeSavanjem
jednadzbe
det (K — w?M) = 0.
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Izjednacavanjem determinante s nulom

dobivamo bikvadratnu jednadzbu

kojoj su rjeSenja

a to su vlastite frekvencije titranja.
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5 Zakljucak

Kroz nekoliko primjera uvidjeli smo na koji nac¢in dobivamo jednadZbe gibanja za sustave s jednim
i vi$e stupnjeva slobode. Cak i kod jednostavnijih gibanja s jednim stupnjem slobode, kao §to je
slucaj matematickog njihala, dobivene jednadzbe mogu sadrzavati nelinearne Clanove. Takve
jednadzbe nekad je tesko rijesiti ili kompjuterski obradivati pa ih je prikladno linearizirati.
Jednadzba moze poprimiti linearni oblik za male pomake od ravnoteznog polozaja jer na tom

podrucju postoji podudaranje izmedu aproksimacije i stvarne jednadzbe gibanja.
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