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1 Uvod

Pod pojmom centralne sile podrazumijeva se bilo koja sila na tijelo koja uvijek ima smjer
prema nekoj tocki. Medu centralne sile ubrajamo i centripetalnu silu kod gibanja tijela po
kruznici. U svemiru se javlja i gibanje manjih nebeskih tijela po elipsi oko nekog mnogo

veceg tijela, npr. gibanje planeta oko Sunca. Na planet djeluje sila koja uvijek ima smjer

prema Suncu (gravitacijska sila), a Sunce se nalazi u jednom od zarista elipse.



2 Centralne sile
Sila koja, u sredistu pokreta, odrzava tijelo gibanjem na svojoj putanji naziva se centralna sila.

Gravitacijska, Coulombova ili elasti¢na sila samo su posebni slucajevi centralne sile.

Sila na Cesticu je uvijek usmjerena duz spojnice Cestice i nepomicne tocke O koja se zove centar
ili srediste sile. Ako je sila usmjerena od Cestice prema O, sila je privlacna, a ako je usmjerena

od tocke O prema Cestici, sila je odbojna.

Iznos sile ovisi samo u udaljenosti r od ¢estice do tocke O, ali ne i1 kutovima ili nekim drugim

varijablama (npr. brzini, kao kod Lorentzove sile).

A

m

0 f = f(r)FO
/ y

Slika 1: Uz opis centralne sile

-

e 7 —vektor poloZzaja Cestice u odnosu na centar sile

e 7, —jedini¢ni vektor
Sila je privlacna ako je f(r) < 0, a odbojna ako je f(r) > 0.
2.1 Sacuvanje momenta koli¢ine gibanja

Moment centralne sile N u odnosu na njen centar jednak je nuli jer su 7 i f istog ili suprotnog

smjera
Vremenska promjena momenta koli¢ine gibanja Cestice tada iS¢ezava

d—) — —_—
S M=N=0 =M= Konst. (2.2)

Moment koli¢ine gibanja Cestice koja se giba u polju centralne sile je saCuvan. Iz definicije

M=%#xp = M=mix? p = koli¢ina gibanja (2.3)

slijedi da su vektori poloZaja 7, brzine # i momenta kolidine gibanja M medusobno okomiti.



Dakle, vektor polozaja je u svakom trenutku gibanja okomit na konstantni vektor M pa se

putanja Cestice, odredena vektorom 7#(t) uvijek nalazi u ravnini okomitoj na vektor momenta

koliCine gibanja M. Takoder mozemo zakljuciti da se gibanje Cestice odvija u ravnini odredenoj

vektorima 7 i p.

2.2 Konzervativnost
Svaki pomak Cestice mozemo rastaviti na radijalni pomak koji je paralelan centralnoj sili te na
tangencijalni pomak koji je okomit na silu. Centralna sila obavlja rad isklju¢ivo pri radijalnom

pomaku cCestice, te ukupni rad ovisi samo o pocetnoj r; 1 konacnoj r, tocki

Wm=£jwv=£jﬂmdn (2.4)

S obzirom na to da rad ne ovisi o odabira putanje, ve¢ ovisi isklju¢ivo o odabiru krajnjih tocaka,

slijedi da je centralna sila konzervativna.

2.3 Jednadzba gibanja 1 sacuvanje energije
Buduéi da se gibanje odvija u ravnini, najprirodnije je koristiti dvodimenzijski polarni

koordinatni sustav definiran koordinatama r i ¢.
Neka se Cestica mase m giba u polju centralne sile
f® = f). 2:5)
Jednadzbu gibanja Cestice
mr = f(r)7, (2.6)
moZemo napisati u polarnim koordinatama
m@ — r@?)iy + mQro + r)g, = f(r)7. 2.7)

Prethodna jednadzba u sebi sadrzi dvije skalarne jednadzbe

m(# —r¢?) = f(1), (2.8)

2ro +rp = 0. (2.9)
JednadZba (2.9) moZe se rijeSiti razdvajanjem varijabli

2 @
=G (2.10)



Koriste¢i pravilo lan¢anog deriviranja mozemo napisati

d d d
— = ——Ing¢ —_ 2p) = 0. 2.11
2 dtlnr dtln(p = dtln(r ¢) =0 (2.11)

Sacuvana veli¢ina mr?¢ odgovara z komponenti momenta koli¢ine gibanju cilindri¢nim
koordinatama. Ve¢ smo zakljucili da je kutna koli¢ina gibanja M saCuvana po smjeru, a

. . .o . . g . . . v . ..
koordinatni sustav smo orijentirali tako da se M poklapa s osi z. Osim smjera, sacuvan je i iznos

momenta koli¢ine gibanja

M, =M = mr?¢ = konst. (2.12)
M
p = : 2.13
Y= e (213)
Tada jednadzba (2.8) postaje
M? 1
——3= Ef(r)' (2.14)
Iskoristimo relaciju
2 2
M~ __ M d1 2.15)
m2r3 2m? dr r?

uz vezu sile 1 potencijalne energije

dUu
- 2.16
__+M2d1 1dU . d UG + M? 517
—_—,— e, — = —— . .
" omzdrr mdr ar "V T 2mre @.17)
Problem se svodi na gibanje u efektivnoj jednodimenzijskoj potencijalnoj energiji
2
Uesr(r) = U(r) + " (2.18)
MnozZenjem jednadZbe gibanja (2.17) s 7 dobivamo
dUgrr(r d 1
mir = —Z—:()f” = lsmi?+ Ueff(r)] =0, (2.19)
1 dolazimo do oCuvanja energije
1
E = =mi® 4 Ugps(r) E(t) = konst. (2.20)

2



3 Diferencijalna jednadzZba orbite

RjeSenje diferencijalne jednadzbe (2.14)

M*_f()

mr m

l

3.1)

daje putanju r(t). Da bismo nasli orbitu Cestice r(¢) moramo eliminirati vrijeme u prethodnoj

jednadzbi. U tu svrhu koristimo pravilo lancanog deriviranja i relaciju

M =mri¢
d ddp d M d

dt do dt g0d<p_mr2d<p

d?
dez rquo( r2d<p)

e d? . e u .
Primijenimo operator Pre] na polozaj Cestice

d’r M d ( M dr)_ M? d*r  2M? <dr>2
dt2  mr2de \mr2de/ m2rtde? m2r5\de/ "’

Uvrstimo 7 u jednadzbu (3.1)

i _ _(dr)z L mr‘*f(r).

d? do M?

Zamjenom u = 1/r mozemo do¢i do jednostavnije jednadzbe

dr d (1)_ 1 du
dp do\u uzdg’

d?r 2 /du\® 1 d%u
- (3)

dp? ~u\dp)  u?de?

Prethodne izraze uvrstimo u jednadzbu (3.6)

2 rdun® 1 d?u 1 /dun\® 1 m
)~ apr 2wlap) A0

do u? de? 4 \dop u
= d"u +u= - 1
d(pz u= Mzuz f( /u)

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)



4 Stabilne 1 nestabilne kruzne orbite

Pretpostavimo da se Cestica mase m giba pod utjecajem centralne sile f = f(r)r,.
Cestica se moze gibati po kruznoj orbiti ako su ispunjeni sljede¢i uvjeti:

e Efektivna potencijalna energija U, () ima ekstrem (minimum ili maksimum)

e Energija Cestice E jednaka je ekstremu potencijalne energije

Ueys(r) Uery(r)

Slika 2: Efektivna potencijalna energija ima minimum Slika 3: Efektivna potencijalna energija ima maksimum

Efektivna potencijalna energija (2.18) ima ekstrem u tocki r = ry ako njegova prva derivacija

iS¢ezava

M? M?
U'esr @y, =U'00) =5 =0=f0) = =5 (“.1)

Da bi gornji uvjet bio ispunjen, sila mora biti privlacna. To znaci da je gibanje po kruznoj orbiti
moguce samo ako je sila f (r) privla¢na. Energija Cestice mora biti jednaka ekstremu

potencijalne energije

2

5 (4.2)

E = U(To) +
2mry

Razlikujemo dva tipa kruZne orbite:

e Stabilna kruZna orbita (slika 2)
— Efektivna potencijalna energija ima minimum
— Malo povecanje energije Cestice vodi na orbitu koja viSe nije kruzna, ali je 1 dalje
omedena i nalazi se blizu pocetne kruzne orbite
e Nestabilna kruzna orbita (slika 3)
— Efektivna potencijalna energija ima maksimum
— Malo povecanje energije Cestice vodi na orbitu koja je neomedena i udaljava se

od pocetne kruzne orbite



Efektivna potencijalna energija ima minimum ako mu je druga derivacija u tocki 1y pozitivna

d*U,f|  d?U 3M? _ df|  3M?

=— =— + > 0.
drz |~ dr? mry drl,, mg (4.3)
Iskoristimo ¢injenicu da se u tocki 1 nalazi ekstrem
fo =2 S22y (4.4)
) = — = ——F = ——f(1y). .
0 mrg  mry o’ 0
Uvjet stabilnosti kruzne orbite glasi
df < 3 ) A
drl,, To A (4.5)
Pretpostavimo da se sila u blizini kruzne orbite ponasa kao
k
f(r) = T (4.6)

Uvjet stabilnosti kruzne orbite (4.5) nam daje ograni¢enje na parametar n

+ 1Dk 3k
(n )<

T < Sn<2. (4.7)

Samo privla¢ne sile koje padaju sporije od 1/72 mogu dati stabilnu kruznu orbitu, dok sile koje

padaju brze od 1/7? daju nestabilne kruzne orbite.



5 Mali titraji oko kruzne orbite

Pretpostavimo da se Cestica mase m giba po stabilnoj kruznoj orbiti polumjera ry. Ako energiju
Cestice povecamo za mali iznos, orbita viSe nece biti kruznica, ali ¢e i dalje biti omedena.
Pericentar 1 apocentar ¢e se pritom malo razlikovati od polumjera pocetne kruzne orbite 7.

Drugim rije¢ima, malo povecéanje energije Cestice vodi na mala odstupanja od kruzne orbite

r(p) = 1y +11(p), T KL Ty, (5.1)

—_ — = ~

1 1 1 1 1 r
(1-)

r_r0+r1=E1+r_l~a To (5.2)
To
Uz zamjenu u = 1/r, dolazimo do zakljucka
U= ug+ Uy, U K up. (5.3)
U diferencijalnoj jednadzbi orbite (3.10) pojavljuje se funkcija
_ m
JW) = =155 AW, (5.4)
Koju mozemo razviti u Taylorov red oko vrijednosti u
J@) =J(uo) +J'(ug) (w —up) + ---. (5.5)
Uvrstimo Taylorov razvoj funkcije J(u) u diferencijalnu jednadzbu orbite
d?u )
d_g02+u = J(uo) + 7 (uo) (u — up). (5.6)
Iskoristimo uvjet ravnoteze sile f(r) i centrifugalne sile u pocetnoj kruznoj orbiti
() = o = T ) = = (57
= — e .
da bismo izracunali ] (u)
m
J(uo) = _Mz—ugf(l/u‘)) = Ug. (5.8)
Diferencijalna jednadzba (5.6) poprima oblik
d*u
d_<p2+u_u0 = J" (uo) (u — up). (5.9)



Definiramo odstupanje od ravnotezne vrijednosti

X=UuU-—1U (5.10)
i uvrstimo ga u jednadzbu (5.9)
2x d?x
d—¢2+x=]’(u0)x:>d—(p2+[1—]’(uo)]x=0. (5.11)
Ako je ispunjen uvjet za frekvenciju
w?=1—-]"(ug) >0 (5.12)

radi se o jednadzbi harmonijskog oscilatora. Ratunamo derivaciju funkcije J(u) u tocki

ravnoteze
, d m
J'@W) = 2|~ f/)] (5.13)
2m m -1
=g A0 = gzl 10 (3z) C19
2m m
=2Vt f'@/w. (5.15)
Iskoristimo uvjet (5.8)
m
Mz—u(%f(l/u()) = —U, (5.16)
da bismo dobili trazenu derivaciju
f'(/ug)
"(uy) = -2 ——F———. 5.17
I (o) uof (1/ug) ( )
Frekvencija u jednadzbi (5.11) iznosi
"1
wzzl_l_z_Ml (5.18)
uof (1/ug)
ili izrazeno pomocu varijable 7,
2 _ To '
w® =3 +f(r0)f (ro)- (5.19)
RjeSenje diferencijalne jednadzbe (5.11) glasi
U = Uy + acoswey. (5.20)



Vratimo se na varijablu r

1 1 1

r(p) = =—
Uy + acos we u01+uicosa)<p
0

1 razvijemo rjeSenje u Taylorov red

1 a
~— |1 == =1 —b )
r(p) = - [ - cos axp] Ty COS W

gdjeje b = a/ud.

10

(5.21)

(5.22)



6 Zatvorene orbite

Da bi orbita pri malim odstupanjima od kruznice ostala zatvorena, frekvencija w mora biti omjer

dva cijela broja

w =

p
- 6.1

p (6.1)
U tom slucaju se orbita zatvara nakon Sto vektor polozaja prebriSe kut 2qm. Ako promatramo
samo male titraje oko kruznih orbita, zatvorene orbite su moguce za Siroku klasu potencijalne

energije. U opcenitom slucaju, omedene orbite su uvijek zatvorene samo za Keplerove

potencijalne energije i potencijalne energije harmonijskog oscilatora (Bertrandov teorem).

11



7 Primjer 1

Cestica mase m giba se po krivulji bliskoj krunici polumjera 7, u centralnom polju

a
U(r) =0 n = 0. (7.1)
Pronadite orbitu. Koji uvjet mora biti ispunjen da bi orbita bila zatvorena?
RjeSenje:

Da bi se Cestica gibala po orbiti bliskoj kruznici, kruzna orbita polumjera r, mora biti stabilna.

Efektivna potencijalna energija

a M?

mora imati minimum na udaljenosti 1, od centra sile. Izgled efektivne potencijalne energije

ovisi o parametru n (slika 4 i slika 5). Stabilne kruzne orbite su moguce samo ako vrijedi

0<n<2, (7.3)

Slika 4: Efektivna potencijalna energija ima minimum za Slika 5. Efektivna potencijalna energija ima maksimum za

n<?2. n> 2.

dok u ostalim slu¢ajevima kruZne orbite ne postoje ili su nestabilne. Ograni¢imo se stoga na
slucaj 0 <n < 2. Silu koja djeluje na Cesticu mozZzemo izraCunati iz zadane potencijalne

energije

fay =W __on (7.4)

- dr T-n+1'

12



Diferencijalna jednadzba orbite u ovom slucaju glasi

d?u m mna
d_(pz +u=-— W (—anun“) = Wu”‘l. (7.5)

Desnu stranu razvijemo u Taylorov red oko ravnotezne tocke u,

w1 = w4 (n— Dul 2w —up) + - (7.6)

a zatim uvrstimo Taylorov razvoj u diferencijalnu jednadzbu orbite

d*u mna mna
d0? +u= Wu(}"l +(n-1) e ull ™2 (u — uy). (7.7)
U ravnoteznoj to¢ki (kruZna orbita) vrijedi
2 M? mna
— 3 _ 1 — 2
m—ro3 = f('l"o) = zuo = anu{,”’ =4 W = Uy n (78)
Uvrstimo prethodne rezultate u diferencijalnu jednadzbu
dzu 2-n, n—1 2—-n, n-2
do? +u=u;"ug "+ m—Dug "us " (u—ug) (7.9)
v +(n— 1D — 1) (7.10)
= — = — — Up). :
o7 u=uy+ M U —u

Prijelazom na varijablu x = u — u4 dolazimo do kona¢nog oblika diferencijalne jednadzbe

d?x
_ - — = 0. 7.11
197 +R2-n)x=0 ( )

Radi se o jednadzbi harmonijskog oscilatora s frekvencijom

w?=2-—n, (7.12)

Pri ¢emu je frekvencija realna jer smo pretpostavili da vrijedi 2 — n > 0. Koordinatni sustav

orijentiramo tako da vrijedi u(@ = 0) = u,

u(p) = uy + asin we. (7.13)

13



Da bi orbita bila zatvorena, w mora biti racionalan broj

2

a)=\/2—n=§:>2—n=2—2. (7.14)

Uvjet na parametar n potencijalne energije da bi orbita bila zatvorena

2
n=2-2 (7.15)

q2

Da bismo skicirali orbitu, moramo se vratiti na radijalnu varijablu

1 1 1
2 _u0+asinw<p_u_01+uisinw(p' (7.16)
0
Napravimo Taylorov razvoj
1 a
r(p) = u_(1 — u—sin a)(p) = 1,(1 — ary sin we). (7.17)

0 0
Najjednostavniji primjer je n = 1, odnosno w = 1. Radi se o Keplerovoj potencijalnoj energiji
pa ako Cestici u kruznoj orbiti malo poveéamo energiju, ona ¢e se gibati po elipsi. Polozaji

pericentra i apocentra odredeni su uvjetima

s 3n
sinfpp=1:>(pp=§, sin<pa=—1:><pa=7. (7.18)

Iimax

Slika 6. Mali titraji oko kruzne orbite u slucaju Keplerove potencijalne energije

14



8 Primjer 2
Za vrijeme Setnje svemirom astronaut Leonov baci poklopac objektiva kamere prema Zemlji.
Opisite u prvom redu racuna smetnje gibanja poklopca u odnosu na svemirski brod ako je

poklopac izbacen brzinom 10 m/s. Brod se giba u kruznoj orbiti s periodom 7 = 1.4h.
RjeSenje:

Pri rjeSavanju zadatka koristimo tri skupa koordinata

Leonov

Zemlja

Slika 7: Astronaut izbacuje poklopac radijalno prema Zemlji.

e Koordinate broda u odnosu na Zemlju: 1y, @,
e Koordinate poklopca u odnosu na brod: ry, ¢4

e Koordinate poklopca u odnosu na Zemlju: 7, ¢

Veza izmedu pojedinih koordinata glasi

r=ro+r 1 @=q@y+ @;. (8.1)

Svemirski brod se giba u kruznoj orbiti pa je radijalna udaljenost konstantna, kao 1 kutna brzina

broda

=0, gp=Q0=—. (8.2)

Brzina kojom astronaut baca poklopac je mnogo manja od brzine broda pa ocekujemo da se

poklopac oko Zemlje giba u orbiti bliskoj orbiti broda

S P KL Py 1 1y K1y (8.3)
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Jednadzbe gibanja u polju centralne sile

: a
r—r<p2=—r—2
2i¢ + 1 = 0.

Prvi red ra¢una smetnje znaci da u svim jednadzbama zadrzavamo samo linearne ¢lanove malih
veli¢ina, dok kvadrati¢ne i sve ostale ¢lanove viSeg reda zanemarujemo. Takav postupak obi¢no
zovemo linearizacija jednadzbi gibanja. Promotrimo jednadzbu gibanja (8.4). Prvi ¢lan je

jednostavan jer je radijalna udaljenost broda konstantna

‘i’: - ‘i/:O + Fl == fl (86)

U drugom ¢lanu zanemarujemo sve kvadrati¢ne ¢lanove malih veli¢ina 7y 1 ¢4, te uz oznake

®o = Q175 = 0 mozemo pisati

(1o + 1) (@0 + §1) = (1 + 1) (0 + 2630431 + 92) (8.7)
~ (ro + rl)(ﬂ2 + 2Q0¢;) (8.8)
~ 1,02 + 21,Q¢, + Q%r. (8.9)

Desnu stranu jednadzbe razvijemo u Taylorov red

a o« 1 a (1 21 4 )
(ro +1)2 12 (1 R T_1)2 ~ 2 T . (8.10)
To
Dobivenu jednadZzbu
.. 2 2 . 2 a 2T1
Tl—(TO.Q +2T09 (p1+Q Tl) = __2<1__>, (811)
TO o
mozemo podijeliti u nulti i prvi red
e nulti red:
=L o022 8.12
0 7”02 r03 (8.12)
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e prvired
7, — 210Q¢, — 30%r;, =0 (8.13)

Da bismo izracunali ¢; koristimo jednadZzbu (8.5)

27 + 1§ = 0. (8.14)

Uvrstimor =1y + 119 = @ + ¢

2(To + 11)( @0 + @1) + (o + 1) (Po + @1), (8.15)

te zatim iskoristimo ¢injenicu da se brod giba u kruznoj orbiti

75=0, @o =0, @o =) (8.16)

2.Q.T1 + Zf'lﬁbl + ro(pl + Tl(,bl == 0 (817)

U prvom redu racuna smetnje zadrzimo samo linearne ¢lanove malih veli¢ina

201 + 199, = 0= ¢, :—%h (8.18)
Integriramo prethodnu jednadzbu
520 = 0:00) = == (10 - (). (8.19)
Leonov u pocetnom trenutku poklopac baca radijalno
= ¢,(0) =0, (8.20)
a u pocetnom trenutku se poklopac nalazi u njegovoj ruci
= r,(0) = 0. (8.21)
Od rjesenja (8.19) preostaje
$1(t) = - Zr—ﬂrl(t)- (8.22)

0
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Uvrstimo prethodni rezultat u jednadzbu u (8.13)

7, — 21500, —30%r, =0 =7+ Q% =0 (8.33)
Radi se o jednadzbi harmonijskog oscilatora s rjesenjem
= 1,(t) = Asin(Qt) + B cos(Qt) (8.34)
Konstante A 1 B odredujemo iz pocetnih uvjeta
e poklopac je u astronautovoj ruci
=nrn0)=0=B=0 (8.35)

e poklopac je bacen radijalno

v
i (0) = —v, = A = —3" (8.36)
Radijalna koordinata poklopca
Vo .
r(t) =1, — Esm(ﬂt) (8.37)
1z jednadzbe
_ 20
¢ =———n(0) (8.38)
To
Integriranjem dolazimo do
2v,
@,(t) = —mcos(ﬂt) + C. (8.39)

0

Poklopac se u poc¢etnom trenutku nalazi u astronautovoj ruci

2v,
p1(0)=0=C= ek (8.40)

Kutna koordinata poklopca

2v,
p(t) = Qt + — (1 — cos Qt). (8.41)
To{1
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Koordinate poklopca su

v
r(t) =1y — Eosin(ﬂt) (8.42)
2v,
() =Qt+——(1 —cosQt). (8.43)
To{l
Amplituda radijalnih titraja iznosi v/} = 8km. Nakon vremena T = 2n/Q = 1.4h poklopac

opet dolazi u ruku astronautu. Brod i1 poklopac se u poc¢etnom trenutku nalaze na osi x, kaoiu

trenutku t = 7. U svim ostalim trenucima poklopac i brod su razdvojeni.

Slika 8: Orbite broda, tj. astronauta (crtkana linija) i poklopca (puna linija).
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9 Zakljucak

Cestica se samo uz odredene uvjete moze gibati po kruznoj putanji u polju centralne sile.
Pomo¢u uvijeta stabilnosti smo pokazali smo da privlacne sile koje padaju sporije od 1/72
mogu dati stabilnu kruznu orbitu, dok sile koje padaju brze od 1/r2 daju nestabilne kruzne
orbite. U primjeru Keplerove potencijalne energije ako ¢estici u kruznoj orbiti malo povec¢amo

energiju, ona ¢e se gibati po elipsi.
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