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1. Uvod

Mehanika kontinuuma je grana mehanike posvecena proucavanju gibanja i ravnoteze plinova,
tekuc¢ina i krutih tijela. Grane mehanike kontinuuma ukljucuju hidrodinamiku, dinamiku
plinova, teoriju elasti¢nosti i teoriju plasti¢nosti. Glavna pretpostavka mehanike kontinuuma
je da se materija moze razmatrati kao kontinuirani medij bez obzira na njegovu molekularnu
(atomsku) strukturu i da se raspodjela svih karakteristika medija (ukljucujuci gustocu,
naprezanja 1 brzine Cestica) takoder smatra kontinuiranom. Ovo je opravdano ako zanemarimo
dimenzije molekula u usporedbi s dimenzijama Cestica koje su promatrane u teorijskim i

eksperimentalnim proucavanjima u mehanici kontinuuma.

Slijede osnovne jednadZzbe u proucavanju bilo kojeg medija u mehanici kontinuuma:
jednadzbe gibanja 1 ravnoteZze medija koje nastaju kao posljedica fundamentalnih zakona
mehanike; jednadzba kontinuiteta medija, Sto je posljedica zakona o ocCuvanju mase; i1

jednadzba energije.

2. Homogenost. Izotropnost. Gusto¢a mase.

Homogeni materijal ima identi¢na svojstva u svim tockama. Materijal je izotropan ako je to
svojstvo isto u svim smjerovima. Materijal je anizotropan ako u razli¢itim smjerovima ima
drugacija svojstva. Koncept gustoce razvijen je iz omjera mase i volumena u susjedstvu tocke

u kontinuumu.

Pa o

Slika 1. Koncept gustoce u okolini toc¢ke u kontinuumu

(Mase G.E., Schaum's Outline of Theory and Problems of Continuum
Mechanics, New York, McGraw — Hill Book Company, 1970., str. 44)



Prosje¢na gustoca materijala unutar AV je

Am
P(av) = AV
Gustoca u nekoj unutrasnjoj tocki P elementa volumena AV dana je matematicki u skladu s

konceptom kontinuuma u granicama

Am dm

p=lm =

Gustoc¢a mase p je skalar.

3. Unutarnje sile. Vanjske sile.

Sile su vektorske veli¢ine. One sile koje djeluju na sve elemente volumena kontinuuma zovu
se unutarnje sile (npr. gravitacijska i inercijska sila). Unutarnje sile ozna¢avamo simbolom b

(sila po jedinici mase), ili kao p (sila po jedinici volumena).
Jednadzba pb; = p;,zai =1,2,3; ili pb = p povezuje unutarnje sile sa gustoc¢om.

One sile koje djeluju na povrsSinu elementa, na dijeli¢ grani¢ne povrSine kontinuuma ili na
proizvoljnu unutarnju povrSinu, zovu se vanjske sile. Oznacavamo ih s f (sila po jedinici

povrsine). Kontaktne sile izmedu tijela su vrsta vanjskih sila.

4. Cauchyjev princip naprezanja. Vektor naprezanja.

Kontinuirana materija koja zauzima podrucje R prostora, podvrgnuta je povrSinskim silama f
i unutarnjim silama b, §to je prikazano na slici 2. Kao rezultat prenosenja sila od jednog
dijelica kontinuuma do drugog, materija unutar proizvoljnog volumena V obuhvaéenog
povrsinom S djeluje s materijom izvan tog volumena. Neka je n jedini¢ni vektor normale u
tocki P (usmjeren prema van) malog elementa povrSine AS od S. Neka je Af rezultantno
medudjelovanje izmedu materije unutar volumena V i materije izvan volumena V na djelicu
plohe AS koja omeduje taj volumen. Element sile Af ovisi o izboru AS in. Treba napomenuti
da raspodjela sile na AS nije nuzno jednolika. Raspodjela sila jednako utjeCe na silu i na

moment u tocki P, kao §to je prikazano vektorima Af i AM na slici 2.
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E31
Slika 2. Materija podvrgnuta povrSinskim i unutarnjim silama

(Mase G.E., Schaum'’s Outline of Theory and Problems of Continuum

Mechanics, New York, McGraw — Hill Book Company, 1970., str. 45)

AS

Slika 3. Vektor naprezanja

(Mase G.E., Schaum's Outline of Theory and Problems of Continuum

Mechanics, New York, McGraw — Hill Book Company, 1970., str. 45)



Prosje¢na sila po jedinici povrSine na AS dana je s Af /AS. Cauchyjev princip naprezanja tvrdi
da odnos Af/AS tezi u konacan limes df/dS kako se AS priblizava nuli u to¢ki P, dok
istovremeno moment sile Af oko tocke P nestaje u toj granici (limiting process). Rezultantni
vektor df /dS (sila po jedinici povrsine) zove se vektor naprezanja t™ i prikazan je na slici
3. Ako moment sile u tocki P ne nestane u opisanom grani¢cnom procesu (limiting process),

definira se par vektora naprezanja prikazan dvostrukom strelicom na slici 3.

Matematicki, vektor naprezanja je definiran s

R Af;  df; — df df
@ _ fim 2= Yo @y =Y
L Als!r—r}o AS as it Alslr—r>10 das dS

Notacija t™ koristi se za isticanje Cinjenice da vektor naprezanja u danoj tocki P u
kontinuumu ovisi isklju¢ivo o odredenom elementu povrSine AS, kao Sto je prikazano
jedini¢énim vektorom normale m (n). Za neke razli¢ito orjentirane elemente povrSine, S
razli¢ito usmjerenim vektorom normale, pridruzeni vektor naprezanja u toc¢ki P ¢e takoder biti

razlicit. Vektor naprezanja koji proizlazi iz djelovanja duz AS u toc¢ki P materije unutar V, nad

materijom izvan, je vektor —t™ Po Newtonovom aksiomu akcije i reakcije slijedi

_ti(ﬁ) — ti(:?l) ili —t™ = ¢@®

5. Tenzor naprezanja

U nekoj proizvoljnoj toc¢ki P kontinuuma, Cauchyjevo naéelo naprezanja pridruzuje vektor

naprezanja t™ svakom jediniénom vektoru normale n, koji predstavlja smjer infinitezimalno

male povrSine unutar koje se nalazi tocka P. Ovo je prikazano na slici 3. Ukupnost svih

mogucih parova takvih vektora t(i) I . U P definira stanje naprezanja u toj tocki. Nije
potrebno naznaditi svaki par normalnog i vektora naprezanja da bi u potpunosti opisali stanje
naprezanja u danoj toc¢ki. To se moze posti¢i daju¢i vektor naprezanja na svaku od tri
medusobno okomite ravnine u toc¢ki P. Jednadzbe preobrazbe koordinata tada sluze za

povezivanje vektora naprezanja bilo koje druge ravnine s dane tri ravnine.

Usvajanjem ravnina okomitih na koordinatne osi za potrebe odredivanja stanja naprezanja u

tocki, pripadajuci vektori naprezanja i normalni vektori su prikazani na slici 4.



Slika 4. Graficki prikaz vektora naprezanja i vektora normale

(Mase G.E., Schaum'’s Outline of Theory and Problems of Continuum

Mechanics, New York, McGraw — Hill Book Company, 1970., str. 46)

Tri odvojena graficka prikaza na slici 4. Cesto se spajaju u jedan shematski prikaz kao Sto

prikazuje slika 5.

Vektori naprezanja svih triju koordinatnih ravnina mogu biti zapisani, u suglasnosti s

u terminu njihovih Kartezijevih komponenata kao

té1 = tfa)él + t;el)éz + t;el)ég = Zt(EI)é]
t2 = t{%, + t{Pe, + t{Pey = z t“e;

3
93 = te, + Ve, + t1Ve; = zt.(e3)é,-
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Slika 5. Shematski prikaz vektora naprezanja

(Mase G.E., Schaum'’s Outline of Theory and Problems of Continuum

Mechanics, New York, McGraw — Hill Book Company, 1970., str. 47)

Devet komponenata tri vektora naprezanja

(@) —
tjl = Uij

su komponente Kartezijevog tenzora drugog reda znanog kao tenzor naprezanja (stress

tenzor).

Matri¢ni prikaz tenzora naprezanja

011 012 033
[al-j] = |921 022 023
031 032 033

Prethodni zapis mozemo izraziti u obliku tenzora drugog reda

XY = |021 0y 033

031 O3z 033

011 Oyp2 0'13]



6. Fundamentalni zakoni mehanike kontinuuma

6.1.  Ocuvanje mase. Jednadzba kontinuiteta.

Svojstvo poznato kao masa povezano je s kontinuumom svake materije. Koli¢ina mase u

dijelu kontinuuma koje ispunjava prostorni volumen V za vrijeme t dana je integralom

m= fv p (x,t)av 1)

u kojem je p (x,t) kontinuirana funkcija koordinata zvane gusto¢a mase. Zakon oCuvanja

mase zahtijeva da masa specificnog dijela kontinuuma ostane konstantna.
Brzina promjene (material derivative) m u (1) biti ¢e nula.

dm  d d
m —f o (x,6) dV =j S lpGe ) av] =
%4 \%4

dt - de
dp d dp dvy
_fv [dt+pdt]dv_fv [dt+paxk]dv_

dp vy
—.];/ [E-l-pa—xk] dv =20

dm_0 5

3
dp vy dp vy
o " Pox T o TP Liow T

0

S obzirom da ova jednadzba volumen V smatra proizvoljnim, integrand mora nestati.

Derivacija funkcije v, po k-toj komponenti moze biti zapisana u suglasnosti s

3
avk .
vk,k = E =divv.
k=1 k

d d
—p+ PV =0 ili d—i+ p(V-v)=0 (3)

Ova jednadzba zove se jednadzba kontinuiteta; koristeci operator materijalne derivacije moze

se staviti u alternativni oblik.



dp .. Op _
E+(pvk),k—0 ili E+V (pv) =0 4)

Za nestlacivi kontinuum masena gustoc¢a svake Cestice je neovisna o vremenu, tako da

dp/dt = 0i(3) daju rezultat

v =0 ili divv=0 (5)

Polje brzine v ( x, t ) nestla¢ivog kontinuuma mozZe se izraziti jednadzbom

vV, = €Sk i v=V Xs (6)

u kojoj je s (x, t) nazvan vektorskim potencijalom od v.

Do prethodnog izraza dosli smo koriste¢i vektorski produkt u koordinatnom sustavu;

i j  k
d od 0 . (0s, 0Os, [0S,  0S, 0s,  0sy
v=Vxs= ax @ a_l<6y_az>_](ax_az)+k<ax_ay
Sx Sy S
ds, 0
p = 05205
dy 0z

Uy = €Exyz Szy
Prethodni izraz mozemo zapisati kao
Vi = €ijk Skj

Divergencija od s; moze biti napisana u suglasnosti s:

3
ask
ki = ),
k=1

Simbol €;j; naziva se Levi Civita simbol ili permutacijski simbol. MoZe poprimiti vrijednosti

-1, 01 1. Slijedi da je

0,za dva ili tri jednaka indeksa

—1,ako su i, j, k neparne permutacije od 1,2, 3
€ijk = {
1,ako su i, j, k parne permutacije od 1,2, 3

Ako indekse 1, 2 i 3 uzimamo u pozitivnom smjeru (smjer obrnut smjeru kazaljke na satu),
Levi Civita simbol ¢e poprimiti pozitivou vrijednost (+1). Ukoliko indekse uzimamo u
negativnom smjeru (smjer jednak smjeru kazaljke na satu), Levi Civita simbol ¢e poprimiti

negativnu vrijednost (-1).



Ocuvanje mase zahtijeva da je

[ oo x0av= [ p(xe)av @)
V

0 174
gdje su integrirane iste Cestice, tj. V je sada volumen okupiran materijom koja je ispunila V,
privremenu t = 0. Koristimo x; = x; (X1, X5, X5,t) = x; (X,t) ili x=x(X,t)i

Ox; 0%; 0x

AV = Tijk €ijic 55 3 o GX10X2dXs = JdVo, gdje je ) = |0x;/ 8X;| Jakobijan,

axi axi axi axl-

0X; 0X, 0X; 0X, 0 0

] = ax,- axj ax,- o % 0 | =
0X; 0X, 0X; dX,
axk axk axk 0 0 %
0X; 0X, 0X; 0X;

_ ox (0% 0x 0-0]-0 (o 0% 0)+0 0-0—0 0%
- 0Xx, \dX, 0X; 0Xs X,

Ox; 0x; Oxy
0X, 0X, 0X;

] =
dVO = XmdXZdX3 .
Desna strana integrala u (7) se moze preoblikovati

[ oo x0dam = [ paxxeyan= [ pixeryay ®)
Vi V. V

0 0 0

S obzirom da ova relacija mora vrijediti za bilo koji volumen V, slijedi

po = pJ (9)
Sto podrazumjeva nezavisnost produkta p/ o vremenu jer je V proizvoljan, ili da

d
2 PN =0 (10)

JednadZba (10) je Lagranzev diferencijalni oblik jednadzbe kontinuiteta.

Ocuvanje mase, nacelo koje kaZze da se masa objekta ili skupa objekata nikada ne mijenja, bez
obzira na nacin na koji se sastavni dijelovi rearanziraju. U fizici, masa je promatrana na dva
sukladna nacina. S jedne strane, promatrana je kao mjera inercije tj. svojstvo tijela da se opire

promjeni stanja gibanja u kojem se nalazi. S druge strane, masa je promatrana kao izvor sile



gravitacije. Dakle, sa gledista i inercijske i gravitacijske mase sukladno nac¢elu o¢uvanja mase,

mjerenja mase istog objekta pod razli¢itim okolnostima uvijek bi trebala dati isti rezultat.

Nacelo o¢uvanja mase navodi da je za bilo koji sustav zatvoren za sve prijenose tvari |
energije (od kojih oboje ima masu), masa sustava mora ostati konstantna tijekom vremena,
bez obzira na procese koji se odvijaju unutar sustava. Dakle, koli¢ina mase je oCuvana
tijekom vremena. Nacelo implicira da masa ne moze biti stvorena ili unistena iako moze biti
rearanzirana u prostoru. Nacelo zahtijeva da tijekom bilo koje kemijske reakcije, nuklearne

reakcije ili radioaktivnog raspada u izoliranom sustavu, ukupna masa reaktanta ili pocetne
materije mora biti jednaka masi produkta.

Jednadzba kontinuiteta je izraz temeljnog nacela ocuvanja, tj. ocuvanja mase. Na slici 6

opisujemo ocuvanje mase. Element volumena dV krece se s fluidom kako je skicirano.

AR

Slika 6. O¢uvanje mase

(https://www.physics.wisc.edu/grads/courses/726-f07/files/Section_3_Cont_02.pdf)

Preuzeto: (16.08.2015.)
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Svaka tocka P na povrSini i unutar volumena giba se lokalnom brzinom v = dx/dt.
Koordinate svakog djeliCa elementa volumena ovisni su o vremenu: x; = x; (t). Oblik
elementa volumena moze se deformirati s viemenom. S obzirom da se svaka tocka na granici
S giba s fluidom, niti jedan fluid ne moZe se gibati kroz povrsinu, tako da je ukupna masa

unutar elementa volumena konstantna u vremenu: dm/dt = 0 i masa je automatski oCuvana.

6.2.  Nacelo linearnog momenta (koli¢ina gibanja). Jednadzbe gibanja.

Jednadzbe ravnoteze.

Moment je mjera tendencije tijela da zadrzi stanje gibanja. Linearni moment P je definiran
kao produkt mase tijela i brzine, P = mv. Brzina promjene P je

aPp  d(mv)  dv

e~ dt  tar M
I koriStena je ¢injenica da je dm/dt = 0. Stoga, drugi Newtonov aksiom, F = ma, moze biti

zapisan kao

F (mv)

T de

Ova jednadzba tvrdi da je brzina promjene lineranog momenta jednaka primjenjenoj sili i
nazivamo ju nacelo linearnog momenta. Ukoliko ne postoji sila koja djeluje na sustav, ukupni
moment sustava ostaje konstantan; u ovom slucaju zakon je poznat kao nacelo saCuvanja

linearnog momenta.

Gibaju¢i kontinuum koji ispunjava volumen V u vremenu t prikazan je na slici 7.

11



Xy

Slika 7. Gibajuéi kontinuum

(Mase G.E., Schaum'’s Outline of Theory and Problems of Continuum

Mechanics, New York, McGraw — Hill Book Company, 1970., str. 127)

Dana je unutarnja sila b koja djeluje na tijelo po jedinici mase. Na diferencijalnom elementu

dS grani¢ne povrSine, vektor naprezanja je t™. Kroz prostor ispunjen kontinuumom zadano
je polje brzine v; = du;/dt, gdje u; predstavlja komponente pomaka. Za ovaj slu¢aj, ukupni

linearni moment masenog sustava unutar V je dan s

14

Na temelju drugog Newtonovog aksioma, princip linearnog momenta kazuje da je promjena
brzine u jedinici vremena jednaka rezultantnoj sili koja djeluje na promatrani dio. Nacelo

momenta za ovaj maseni sustav izrazen je S

@ d
t; 7 dS+ pb;dV = — pv;dV
N 14 dt 14

12



_ d
f t(")d5+f pb dV = —f pv dV (12)
N |4 dt |4

Do izraza (12) moze se doci zbrajanjem unutarnje i vanjske sile koje djeluju na promatrani

dio.

P=f pv dV
14
P =mv
m=fpdV
F
b= —'m
m
bm =F,
Fuszde
szdeV
Pi=V-t®

F = Fu+Fv:fpbidV+fPidV:J. pbldV_{_fvt(ﬁ)dV

|4
_ fv (Ve + pby) av

Zamjenom ti(n) = Xjo;n; u prvi integral kod (12) i pretvaranjem rezultiraju¢eg povrsinskog

integrala po Gaussovom teoremu divergencije (12) postaje
d
f (gji; + pby) dV = —f pv; dV
% ' dt Jy
ili

d
f (V.- Z+ pb)de—fpvdV. (13)
. dt

Gaussov teorem divergencije povezuje volumni i povrsinski integral. U toj uobicajenoj formi

teorem kaze da je vektorsko polje v = v(x),

13



f divvdV = f nvds,
14 S
gdje je n vektor normale okomit na povrs§inu. Po komponentama zapisujemo u obliku

f vi,i av = f vin; as .
|4 S

Teorem divergencije, izrazen predhodnom formulom, moze se poop¢iti tako da poveze
tenzorsko polje s bilo kojim drugim poljem. Dakle, za proizvoljno tenzorsko polje Ty,

teorem glasi

f ijk,p av = f Tl-]-knp das.
1% S

Divergencija od t; moZe biti napisana u suglasnosti s

3

Racunajuci derivaciju (material derivative) u (13), moze se koristiti jednadzba kontinuiteta u
obliku danom u (10). Slijedi

%f pv; dV = X f pv; JdV, —f [p]—+ — (p])] dv, = J; p] dVo
- f P % v (14)

Slijedi

[ v [ 0
at , PP T ) Pa

Zamjenom desne strane izraza (13) s desnom stranom izraza (14) i pojednostavljivanjem novo

nastalog izraza, rezultira principom linearnog momenta u integralnom obliku:

f (0ji,; + pby — pv;)dV =0
14

14



f (Ve " Z+pb—pv)dV =0 (15)
14
V, predstavlja divergenciju tenzora po jednoj komponenti.
Buduci da je volumen V proizvoljan, intengrand od (15) mora nestati. Kona¢ne jednadzbe,
gjij + pb; = pv;
ili
V., - X+ pb= pv (16)
poznate su kao jednadzbe gibanja.
Vazan slucaj staticke ravnoteze, u kojem komponente ubrzanja nestaju, dan je iz (16) kao
0 j+ pb; = 0
ili
V. -Z+pb=0 (17)

Ove jednadzbe nazivamo jednadzbe ravnoteze.

6.3.  Nacelo kutnog momenta (moment momenta ili moment koli¢ine

gibanja)

Moment momenta je, kao §to ime implicira, moment linearnog momenta u odnosu na neku

tocku. Za kontinuum na slici 7 ukupni moment momenta, ili kutnog momenta u odnosu na

ishodiste je
N=x XP=x Xmv=mx Xv
mzfpdV
szx Xv - pdV
i j k
X Xv=|x y z :i(yUZ—ZUy)—j(XUZ—va)+k(xvy_yvx)
Uy Uy U,

15



N; = f (vzy — vyz) pdV = f €ijkXjVip AV (18)
|4 |4

gdje je x; vektor polozaja elementa volumena dV. Nacelo momenta momenta tvrdi da je
zakretni moment (moment sile) kutnog momenta bilo kojeg dijela kontinuuma u odnosu na
proizvoljnu tocku jednak rezultantnom momentu (u odnosu na tu tocku) tijela i vanjskih sila

koje djeluju na na promatrani dio kontinuuma.

Moment sile jednak je: M=x XF
M dN S F dN
= —_— = X [ —
a dt

Nacelo kutnog momenta za kontinuum na slici 7 izrazeno je u integralnom obliku
_ d
f pxxde+j xxt(")dSz—j X Xv pdV
v s dt J,
ili

5 d
f €ijkXjbrp AV + f €ijk xjt,E")dS =7 f €ijk Xjvp dV (19)
v s %

Jednadzba (19) valjana je za one kontinuume u kojima su sile izmedu cCestica jednake po
iznosu, suprotne po smijeru i kolinearne, i u kojima su distribuirani momenti odsutni. Nacelo

kutnog momenta ne daje niti jednu novu diferencijalnu jednadzbu gibanja. Ukoliko izvr§imo

zamjenu t,ﬁ") = Y 0pkN, U (19), i preptostavimo simetriju tenzora naprezanja, jednadzba je
takoder zadovoljena koriste¢i relaciju danu u (16). Ukoliko ne pretpostavimo simetri¢nost

opterecéenja, takva simetricnost moze slijediti izravno iz (19).

d
f €ijkXjOjc 1y dS + f €ijic Xjpbi dV = f €iji XjVp AV
S v v
d d
f E (eijuxjoz) AV + f €iji Xjpbi dV = — f Eijic XjVp AV
14 j v v
dajy, d
f EijkO'jk av + f Eijkx]'a— dVv + f Eijkxjpbk dVv = Ef Eijk xjvkp dV
|74 174 Xj v v

d
f €ijk Tk AV + f €ijkX; (ajk,j + pbk) dV = Ef €ijk XjVip AV
14 14 14

16



Nakon supstitucije t,&”) = Xp Ok, (19) se svodi na

f €ijk Ojk dVv =0
14
il

f 2,dv =20 (20)
14
X, predstavlja rzliku izmedu tenzora i njegovog simetricnog tenzora.
S obzirom da je volumen V proizvoljan,
€ijkOjk = 0
ili
Ojk — Okj =0

Ojk = Okj

j‘;(O}'k_akj)dvzJ;(Z—Z‘)dV=J;EVdV

Z,=0 (22)
Ako je vanjska sila koja djeluje na sustav jednaka nuli, tada je kutni moment sustava

konstantan. Za bilo koju promjenu stanja sustava, promjena kutnog momenta je nula.

6.4. Ocuvanje energije. Prvi zakon termodinamike. Jednadzba energije.

Ukoliko razmatramo samo mehanicke veli¢ine, nac¢elo oCuvanja energije za kontinuum sa
slike (7) moze proizaéi izravno iz jednadzbe gibanja (16). Da bi ovo postigli, rauna se

skalarni produkt izmedu (16) i brzine v;, a rezultat se integrira po volumenu V.
oijj + pbi = pvi [ v
vioy,; + pbivi = poy;

Slijedi

17



f pPU; 1.71' dv = f v; O']l']dV + f pv,-bl- dv (22)
14 14 14

ali

dv = aK 23
2 T dt (23)

j o dV = df Vi df pvi
L Pt = ), P2 T dt ),

predstavlja vremenski tok promijene kineticke energije u kontinuumu. Takoder
vitji; = (vi0ji),j = vij 0 *

i _ Ovi _ 1 (0w Ovj 1 (0w _ %%\ _ p . gdie ie Y:: i
i poY;= ox, 2 (ax,-+ axl-)'l' > <6x]- axl-) = D;; + V;;, gdje je Y;; tenzor gradijenta

brzine, D;; tenzor deformacije, a V;; oznacava tenzor vrtloznosti.
Slijedi

dav;

L

VijOji = Gjig, = Y (Dyj + Vi) = 0Dy + a3V
]

1z (*) slijedi v;05; ; = (vio}'i)j — 05D (x%); 0;;Vi; =0
Prema tome, (22) mozemo zapisati kao

dK
dt 1% S %4

s obziromda je V;;05; = 0.

Konaéno, pretvorbom prvog integrala desne strane (24) u povrsinski integral po Gaussovom

teoremu divergencije 1 koriste¢i relaciju tl.(n) = oj;n;, jednadzba energije kontinuuma
pojavljuje se u obliku
—+ DL]O-]L dv = vit[ as + pbivi av (25)
dt 14 s 14

Ova jednadzba povezuje vremenski tok promjene ukupne mehanicke energije kontinuuma na

lijevoj strani s koli¢inom rada vanjskih 1 unutrasnjih sila s desne strane jednadZzbe.

Integral s desne strane jednak je koli¢ini rada unutra$njih i vanjskih sila, i iz toga slijedi da je

f dv—fd dv—fdwdv—df av = W
vfav = Pav =1 T2 )Y T e

Integral s lijeve strane poznat je kao vremenski tok promjene unutarnje mehanicke energije.
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1
D = E (vi + va)

1
X-D= 3 (ZvV, + ZV,v) = vV, = V. Zv = fyv

fuvdv= E

Zapisan je kao dU/dt. Dakle (25) mozemo ukratko zapisati kao

dK N au  aw
dt = dt dt
gdje @W /dt predstavlja koli¢inu rada, a posebni simbol & Koristi se da bi naznacili da ova

(26)

koli¢ina nije egzaktan diferencijal.

Ukoliko uzmemo u obzir mehanicke i ne mehanicke energije, moramo koristiti najopcenitiji
oblik nacela o oCuvanju energije. U ovom obliku nacelo ocuvanja tvrdi da je vremenski tok
promjene kineti¢ke i unutarnje energije jednak zbroju koli¢ine rada i svih drugih energija
dodanih ili oduzetih kontinuumu po jedinici vremena. Dodane energije mogu ukljucivati
toplinsku, kemijsku ili elektromagnetsku energiju. U nastavku, u obzir uzimamo samo
mehaniCke 1 toplinske energije i tada nacelo energije dobiva oblik dobro poznatog prvog

zakona termodinamike.

Za termomehanicki kontinuum uobiCajeno je izraziti vrijeme toka promjene unutarnje
energije integralnim izrazom
w_ d f dv J. 1dV (27)
—_—= — udV = u
at dc ), P o P
gdje se u naziva specificnom unutarnjom energijom. Vektor c definiran je kao tok topline
konvekcijom po jedinici povrSine po jedinici vremena, a z je konstanta zracenja topline po
jedinici mase u jedinici vremena.
dQ
7= —
dtm

d.
fzpded—Qt

dQ'/ d¢ 0Znacava brzinu izra¢ene topline (zracenje).

19



_ dq
T drs ™t

dq
E_ —deS

c

Brzina rasta ukupne topline u kontinuumu dana s

aQ
—_—= —f cl-nl-dS+f pzdV (28)
dt s v

Prema tome, nacelo energije za termomehanicki kontinuum dano je s
dk dU _daw = dQ

—t —= —+4+ — 2
ac T ar T dr T (29)
[li u terminima energijskih integrala kao §to su

dj v"vidv+j 1dv =

dt J, ) v puay =

=f tl@ vl-dS+f pv; bl-dV+f pZdV—J. cin;dS (30)
s v 4 s

Pretvaranje povrsinskih integrala u (30) u volumne integrale Gaussovim teoremom

divergencije, koriste¢i Cinjenicu da je V proizvoljan, vodi do lokalnog oblika jednadzbe
energije

= f (ajivi).dV+ f pb;v; dV + J. zp dV — f ci;dV
% ] % % %
d v?
aj‘; p7+ pu | dV = J;/ [(crﬂ-vl-)j + pbiv; + zp — Ci,i]dV
d [ v?
E p7 +pu)= (aﬂ-vl-)j + pbivi +zp — Cii

d 1]2+ —1( )i+ b ! + 31
dt \ 2 u _p 0;iV; ),j iVi pci,i Z (31)
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Unutar proizvoljno malog elementa volumena za kojeg vrijedi lokalna jednadzba energije
(31), mora vrijediti i ravnoteZa momenta dana u (16). Prema tome, uzimajuéi skalarni produkt

izmedu (16) i brzine pv;v; = v;0;; ; + pv;b; i nakon nekoliko jednostavnih manipulacija,

) du
PVVit P = O Vit 0yt pbiv;+zp — ¢
du
pbiv; + vy ; + Par = GV + 0jV;j + pbivi +2p — ¢y
du
Par = GiVij T 20— Cu

| uvrstavanjem (**) u prethodni izraz dolazimo do smanjenog ali jako korisnog oblika lokalne

jednadzbe energije

du 1 1
T ;UjiDij — pcu tz (32)
Ova jednadzba izrazava brzinu promjene unutarnje energije kao zbroj snage naprezanja i

topline dodane kontinuumu.

6.5. JednadZbe stanja. Entropija. Drugi zakon termodinamike.

Kaze se da potpuna karakterizacija termodinamickog sustava (u nasem sluc¢aju kontinuum)
opisuje stanje sustava. Ovaj opis odreden je pomocu nekoliko termodinamickih i kinematickih
veli¢ina zvanih varijable stanja. Vremenska promjena varijable stanja karakterizira
termodinamicki proces. Varijable stanja koriStene za opis danog sustava obiCno nisu sve
nezavisne. Funkcionalni odnosi postoje medu varijablama stanja i ti odnosi izrazavaju se tzv.
jednadzbama stanja. Bilo koja varijabla stanja koja se moze izraziti kao jednozna¢na funkcija

iz grupe drugih varijabli stanja znana je kao funkcija stanja.

Temeljno nacelo prvog zakona termodinamike je medusobna pretvorba mehanicke i toplinske
energije. Odnos koji izrazava pretvorbu topline i rada u kineti¢ku i unutarnju energiju tijekom
termodinamic¢kog procesa naveden je u jednadzbi energije. Medutim, prvi zakon ne daje
odgovor na pitanje do koje mjere je proces pretvorbe povratan ili nepovratan. Osnovni kriterij
nepovratnosti dan je drugim zakonom termodinamike kroz tvrdnju o ogranicenosti stvaranja

entropije.
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Drugi zakon termodinamike nalaze postojanje dvaju razli¢itih funkcija stanja; apsolutna
temperatura T i entropija S sa slijede¢im odredenim svojstvima. T je pozitivna veli¢ina koja je
funkcija empirijske temperature 6. Entropija je ekstenzivna veli¢ina, tj. ukupna entropija
sustava je zbroj pojedinih entropija podsustava. U mehanici kontinuuma specifi¢na entropija

(po jedinici mase), ili gustoca entropije oznacena je simbolom s, tako da je ukupna entropija L

dana izrazom L = fV psdV. Entropija sustava moze se mijenjati interakcijom s okolinom ili

promjenama koje se dogadaju unutar sustava. Slijedi

ds = ds®© + ds® (33)
gdje je ds poveéanje specificne entropije, ds(® poveéanje zbog interakcije s okolinom i
ds® unutarnje poveéanje. Promjena ds® nikad nije negativna. Ona iznosi nula za povratni

proces a pozitivna je za nepovratni proces. Slijedi

ds® >0 (nepovratniproces) (34)
ds® = 0 (povratniproces) (35)

U povratnom procesu, ako dq gy oznacava toplinu dodanu sustavu po jedinici mase, promjena

ds© dana je s

d
ds(® = % (povratni proces) (36)

Zamjenom dq s dQ/m dolazimo do izraza

dqQ
ds = m
dqQ
mds = T
| time dolazimo do izraza za entropiju
dqQ
dL = T (37)

6.6.  Clausius-Duhemova nejednakost. Funkcija rasipanja.

Clausius-Duhemova nejednakost je nacin izrazavanja drugog zakona termodinamike

koristenog u mehanici kontinuuma.
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Sukladno drugom zakonu termodinamike, vremenski tok promjene ukupne entropije L u
kontinuumu volumena V nikad nije manji od sume priljeva entropije kroz povrSinu

kontinuuma i unutarnje entropije.
v(t) = f RdV — f HdS
14 S
R=ep; H=~
= ep; = T

R predstavlja izvor entropije, a H tok entropije.

v(t)=f epdV—f Hn dS
v s

cn
v(t)=j ep dV—j — dS
v s T

cin;

v(t)=jvepdV—L T ds

v(t) u prethodnim izrazima nam predstavlja brzinu promjene ukupne entropije.

Matematicki, ovo nacelo entropije izraZzava se integralnim oblikom kao Clausius-Duhemova

nejednakost,

df dv>f dv fc"n"ds 38
at ), P = | pe T (38)

gdje je e izvor lokalne entropije po jedinici mase. Jednakost (38) vrijedi za povratne procese,

a nejednakost za nepovratne procese.

d c
- — — >
dtj;, psdV j;/ pedV+fS T ds =2 0

f s v f dv+f divs av > 0
p—dV — | pe v— >
P g LT

fv (%_e_ %(%))pdv > 0.
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Clausius-Duhemova nejednakost vrijedi za proizvoljni volumen V tako da pretvaranjem
povrSinskog integrala (38) pomocéu Gaussovog teorema divergencije, lokalni oblik brzine
stvaranja unutarnje entropije y po jedinici mase, dan je

yzg—e—%(%),izo (39)
Ova nejednakost mora biti zadovoljena za svaki proces i za svaku dodijeljenu varijablu stanja.
Iz tog razloga ona ima vaznu ulogu u znatnim ogranienjima nad tzv. konstitutivnim

jednadZbama o kojima ¢e se raspraviti u dijelu koji sljjedi.

U mehanici kontinuuma c¢esto se pretpostavlja (bazirano na statistickoj mehanici nepovratnih

procesa) razdvajanje tenzora naprezanja u dva dijela po shemi,

c D
0 = al.(j ) ¢+ al.(j ) (40)
)

gdje je o;;” konzervativni tenzor naprezanja i al.(jD) disipativni tenzor naprezanja.

du 1 . 1, 1
Ez EO’l’j Dl]+ _Uij DU_ ’;Ci,i-l_z
.. . . . . de;i - .
Jednadzba  energije (32) moze se zapisati koriste¢i D;; = % = €l lzraz

dq 1
E = — ;(Ci,i) +z

do kojeg dolazimo pomoc¢u jednadzbe

9 [ amas+ [ paav
dt_ SCl'Tll' VpZ
dQ

—=—f divch+f pz dV
dt v v
Q[ aars | prav
dr VCi,i va

Z—f = J;/ [— %(cu) + Z] pdV

dq 1
E = — ;(ci,i) +z

Sto nam konaéno daje
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EZ ;O-ij éij+ — 0, éij+ -5 (41)

U ovoj jednadzbi % Gi(]p )éij je brzina disipacije energije naprezanjem po jedinici mase, a

dq/dt je brzina dovodenja topline po jedinici mase u kontinuum. Ako kontinuum izloZzimo
povratnom procesu, nece biti disipacije energije iz Cega slijedi da je dq/dt = dqg,/dt tako

da kombiniranjem (41) i (36) dobijemo

du _ 1 ©). ds
E_ EO'l-]- Eij+TE (42)
Dakle u nepovratnom procesu opisanom (41), brzina stvaranja entropije moze se izraziti

umetanjem (42). Slijedi

q ?E-FP—TO'U € (43)

Skalar al.(jD )éij zove se funkcija disipacije. Za nepovratni adijabatski proces vrijedi dq = 0,
ds/dt > 0, tako da iz (43) slijedi da je funkcija disipacije pozitivno definitna s obzirom da

su p i T uvijek pozitivni.

6.7.  Konstitutivne jednadzbe. Termomehanicki 1 mehanicki kontinuum.

U prethodnim dijelovima ovoga rada razvili smo nekoliko jednadzbi koje moraju vrijediti za
svaki proces ili gibanje kojemu je kontinuum podvrgnut. Za termomehanicki kontinuum u

kojem su uparene mehanicke i toplinske pojave, vrijede osnovne jednadzbe

(a) jednadzba kontinuiteta (4)

ap . 0p
% + (pvi) =0 ili a+ V:-(v)=0 (44)
(b) jednadzba gibanja (16)
0jij + pby= pv; ili V, - X+ pb= pv (45)
(c) jednadzba energije (32)
du 1 1
E: ; O-ijDij_ E Ci,i+Z (46)
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Preptostavljajuc¢i da su odredene vanjske sile b i izvori topline z, (44), (45) i (46) sadrze pet
nezavisnih jednadzbi ukljucujuéi cCetrnaest nepoznatih funkcija vremena i polozaja.
Nepoznanice su gustocéa p, tri komponente brzine v;(ili komponente pomaka u;), Sest

nezavisnih komponenti o;;, tri komponente vektora toka topline ¢; i specificna unutarnja

energija u. Takoder, mora vrijediti Clausius-Duhemova nejednakost (39)

dt T

Ovo uvodi dvije dodatne nepoznanice: gustocu entropije s i apsolutnu temperaturu T. Dakle,

e 5 (B0 (@)

moramo uvesti jedanaest dodatnih jednadzbi da bi sustav u¢inili odredenim (determinantnim).
Njih Sest biti ¢e u obliku znanom kao konstitutivne jednadZbe koje karakteriziraju odredena
fizikalna svojstva promatranog kontinuuma. Od preostalih pet, tri ¢e biti u obliku odnosa
temperature 1 provodljivosti topline 1 dvije ¢e se pojaviti kao termodinamicke jednadzbe

stanja.

Potrebno je napomenuti da je cilj konstitutivnih jednadZzbi uspostaviti matemati¢ki odnos
izmedu statiCkih, kinematiCkih i toplinskih varijabli, koje ¢e opisati ponaSanje materije
podvrgnute mehanickim i toplinskim silama. S obzirom da realni materijali pod razlic¢itim
optere¢enjima reagiraju na osobito kompleksne nacine, konstitutivne jednadzbe ne nastoje
obuhvatiti sve pojave vezane za odredeni materijal, ve¢ da definira odredene idealne
materijale kao Sto je idealno elasticna krutina ili idealno viskozni fluid. Takve idealizacije

modela materijala su ¢esto korisne kod prikazivanja ponaSanja realnih supstanci.
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7. Zakljucak

Mehanika kontinuuma je grana mehanike posvecena proucavanju gibanja i ravnoteze
plinova, tekucina i krutih tijela. Fizikalna svojstva su predo¢ena pomocu tenzora. Tenzori su
matematicki objekti koji imaju svojstvo da su nezavisni o koordinatnom sustavu. Zbog

pojednostavljenja ratunanja mogu se prikazati u koordinatnim sustavima.

Materija, kao Sto su kruta tijela i fluidi, gradena je od molekula odvojenih "praznim"
prostorom. Na mikroskopskoj skali, materija ima pukotine 1 nije kontinuirana. Medutim,
odredene fizikalne pojave mogu biti prikazane s pretpostavkom da materija postoji kao
kontinuum, §to znaci da je materija u tijelu kontinuirano rasporedena i ispunjava sav prostor
koji zauzima. Kontinuum je tijelo koje se kontinuirano moze dijeliti na beskona¢no male

elemente sa svojstvima osnovne materije.
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