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Uvod

Kada se spomene fizika, obicno se svi prisjete svojih mladih dana kada su, u jednom ili drugom
obliku, pod vodstvom svojih ucitelja i nastavnika bili suoceni sa osnovnim nacelima fizike kao
znanosti 1 svega onoga iza ¢ega ona stoji. Neki ¢e se takoder prisjetiti kako su upravo tijekom tih
razdoblja po prvi puta upoznati sa radovima 1 istrazivanjima nekih od najve¢ih umova ljudske
proslosti, barem u osnovnim oblicima prilagodenim vremenu i ,.,ciljanoj publici®. Upravo takva
razmatranja koja se poucavaju i priblizavaju iznimno velikom dijelu opée populacije, u fizickom
smislu, opisuju stanja, pojave i procese koje susre¢emo svakodnevno, bez iznimke, kao Sto su npr.
sustavi tijela ili Cestica, odnosno gibanje tijela ili Cestica. Poznato je kako su za npr. opisivanje
gibanja klasi¢nih, mehanickih sustava Cestica potrebna rjesenja Newtonovih jednadzbi gibanja uz
poznavanje pocetnih uvjeta na polozaj 1 brzinu cestica. Slicna nacela preciznog odredivanja
promatranih sustava javljaju se i u mnogim drugim granama fizike. Ono §to je zajednic¢ko takvim
sustavima je upravo Cinjenica da se gibanje Cestica u njima moze to¢no odrediti 1 opisati
rjesavanjem diferencijalnih jednadzbi ovisnih o promatranome sustavu, uz pripadne pocetne ili
rubne uvjete. Takvi se sustavi nazivaju deterministicki sustavi, a ono $to ih Cini specificnima je
moguénost potpuno sigurnog odredivanja, odnosno predvidanja stanja sustava u bilo kojem

trenutku, naravno uz uvjet da su matematicki model i pocetni uvjeti poznati.

Nasuprot ,,sigurnim* deterministickim sustavima javlja se drugaciji oblik sustava koji su
zapravo jedan od predmeta razmatranja u ovome radu, a to su sustavi u kojima ,,nesigurnost™ 1
nasumicnost kao osnovno svojstvo igraju glavnu ulogu. Neovisno o tome radi li se o nasumic¢nosti
smjerova gibanja Cestica, prostornom rasporedu Cestica ili bilo kojem drugom svojstvu, takve
sustave ili procese nazivamo nasumi¢nim ili stohastickim. Jedan od razloga zbog kojih se javila
potreba za ne-deterministickim promatranjem su slucajevi slozenih sustava ili procesa, sa iznimno
velikim brojem cCestica. U razmatranjima takvih sustava i procesa prakticki je nemoguce pratiti
gibanje svake pojedine Cestice na temelju njihovih jednadzba gibanja i pocetnih uvjeta, ¢ak i ako
su oni poznati. Zbog toga se takvim problemima pristupa statisticki, gdje se traze odgovori na
pitanja kao Sto su npr.: koliko je vremena potrebno da se odredeni proces ili segment procesa

1zvrsi, kolike su vjerojatnosti da ¢e proces rezultirati u nekome stanju, 1 sli¢no.

Jedan od klasi¢nih primjera stohastickog problema je difuzija, odnosno problem mijesanja
fluida, koji se radi jednostavnosti za pocetak moze ogranicCiti na samo dva fluida. Obi¢no se u
ovakvim sluc¢ajevima uzimaju slikoviti primjeri poput mijesanja kapljica mlijeka u kavu ili tinte u

vodi, pa stoga promotrimo upravo slucaj mijesanja mlijeka u kavu gdje se u srediste Salice kave



njezno 1 bez mijeSanja postavi kapljica mlijeka. Uz pretpostavku da nema vanjskog ometanja
promatranog sustava, nakon odredenog vremena bijela ¢e se masa mlijeka spontano poceti
mijesati, odnosno S§iriti kroz Salicu, te ¢e na posljetku nastati jednolika smjesa priblizno smede
boje. Ako bi se opisani proces promatrao na mikroskopskoj razini, moglo bi se najprije primijetiti
kako se oba fluida sastoje od velikog broja cestica (radi jednostavnosti nazovimo ih ¢esticama
kave i Cesticama mlijeka). Kada bismo bili u mogucnosti pratiti gibanje samo jedne odredene
cestice mlijeka kroz prostor ispunjen Cesticama kave 1 mlijeka, uocili bismo da je njezina putanja
vrlo slozena. U skladu sa prvim Newtonovim postulatom, ona bi se tijekom vrlo kratkog vremena
gibala pravocrtno stalnom brzinom, sve dok ne dode do sudara sa nekom od susjednih cestica
mlijeka ili kave, nakon ¢ega dolazi do trenutne promjene iznosa i smjera brzine, te se ponovno
giba pravocrtno do sljedeceg sudara, itd. Dopusti li se ovome procesu da se odvija dovoljno
vremena, moglo bi se uociti kako ¢ak 1 bez vanjskih utjecaja, nakon odredenog vremena nastaje

jednolika smjesa fluida, u ovome slucaju mjesavina kave i mlijeka smede boje. [2]

U takvom slucaju nas bi zadatak bio pronaci smislen i koristan teorijski opis gibanja Cestica
u sustavu. Kao §to je i ranije spomenuto, svi ovi procesi sudara Cestica mlijeka 1 kave ponasaju se
u skladu s Newtonovim jednadzbama gibanja i u nacelu, zapisivanjem i rjeSavanjem svih jednadzbi
za sve cestice mogao bi se dobiti deterministicki opis promatranog sustava. Uzme li se u obzir
kako se tu radi o priblizno 10 jednadzbi, poloZaja i brzina &estica kao funkcija vremena, ¢ak i uz
poznavanje svih jednadzbi 1 pocetnih uvjeta, njihovo rjesavanje je prakticno neizvedivo. Treba
naglasiti da rjesavanjem svih tih jednadzba, odnosno detaljnim poznavanjem putanje svake Cestice
u sustavu, 1 dalje ne bismo zaista razumjeli proces mijesanja, nego bismo bili zaokupljeni
ogromnim koli¢inama podataka. Zato se rjeSavanju ovakvih problema pristupa na drugaciji nacin,
sa ciljem pronalaska kvalitetnog statistickog opisa ponasanja sustava. U tom slucaju bilo bi
dovoljno poznavati samo karakteristicne srednje vrijednosti kojima su opisane putanje Cestica.
Budu¢i da se radi o iznimno velikom broju parametara, srednje ¢e vrijednosti imati vrlo osStre

maksimume, te se statistickim razmatranjima mogu odrediti odstupanja od srednjih vrijednosti. [4]

U nastavku ovoga rada prikazan je jedan od moguéih nacina kojima se stvarni,
deterministicki procesi poput mijesanja fluida modeliraju pomocu nasumicnih ili stohasti¢kih
procesa sa istim karakteristicnim svojstvima, sa ciljem pronalaska odredenih srednjih vrijednosti.
Takoder, na primjerima je prikazana simulacija ranije spomenutog modela uz analizu rezultata
dobivenih simulacijom, te je pojasnjena povezanost stohastickog modela nasumi¢nog hoda sa

jednadzbom difuzije.



1. Teorijska podloga

1.1. Nasumican hod u jednoj dimenziji

Model nasumi¢nog hoda podrazumijeva proces u kojem se cestica (u modelu prikazana kao osoba)
giba slijede¢i to¢no odredena pravila. Ako se drzimo analogije spomenute ranije u slikovitom
primjeru mijesanja fluida, Cestice se gibaju po vrlo slozenim putanjama izmedu medusobnih
sudara sa okolnim cesticama. U modelu nasumié¢nog hoda (ponekad nazvan i ,,pijancev hod*)
takva putanja opisana je pravilom da se Cestice gibaju po jedan korak (ili skok) unutar jedini¢nog
vremenskog intervala koji predstavlja vrijeme izmedu sudara, a promjenu smjera brzine opisuje se
nasumiénim odabirom smjera svakog koraka, neovisno o prethodnim koracima ili trenutnom

polozaju.

Kako bi se uspjesno pojasnio model nasumic¢nog hoda dovoljni su pojednostavljeni
primjeri, pa se stoga mozemo ograniciti samo na nasumican hod u jednoj dimenziji, npr. gibanje
Cestice po segmentu osi x. Dakle, u tom slucaju Cestica se giba samo u jednoj dimenziji tako da se
tijekom vremena nasumicno sudara s drugim cesticama 1 uslijed tih sudara izvodi skokove lijevo

ili desno za jedini¢nu duzinu.

)
V >

Xy=0

Slika 1: Skica primjera nasumicnog hoda u jednoj dimenziji [2]

Na slici iznad nalazi se shematski prikaz primjera nasumicnog hoda u jednoj dimenziji,
gdje je za pocetni polozaj izabran x = x; = 0, te je nasumi¢nim odabirom slijed koraka rezultirao
najprije jednim korakom udesno, a zatim tri uzastopna koraka ulijevo. Kao $to je ranije spomenuto,
uzmimo da su koraci jedini¢ne duljine. U tom slu¢aju polozaj nakon svakog sljedeceg nasumicnog
koraka u odnosu na trenutni polozaj moze se zapisati na sljedeci nacin:

3



X1 =Xzl ;m=0,12.. (1)
Gdje je x,, trenutni polozaj nakon n koraka, a x,,,1 polozaj nakon sljedeceg koraka.

Treba naglasiti da se obi¢no vjerojatnost koraka udesno (pozitivan smjer osi x) oznacava s
p, a vjerojatnost koraka ulijevo (negativan smjer osi x) ¢, te one opc¢enito ne moraju biti jednake.
Takoder, duljina koraka ne mora nuzno biti jedini¢na, niti stalna tijekom cijeloga hoda, stoga se

kod opceg opisivanja mogu koristiti primjerenije oznake, pa ¢e gornji izraz poprimiti oblik:

Xpi =0 t8x ;0=0,1,2:= 2)
X = A¥ x x4+ Ax
| | I
| | | >
" \0
’ ~
2 ‘N, P p+q=1
q .0 N,
g Neu p,q €[0,1]
O,‘ .\0
t+ar & )
| | I >
| U i
x — Ax X x + Ax

Slika 2: Mogudci pomaci Cestice u jednoj dimenziji

Na slici iznad prikazani su moguci pomaci Cestice sa pocetnim polozajem x u trenutku z,
duljinom koraka Ax, polozajem x + Ax u trenutku t + At, uz navedene vjerojatnosti koraka

udesno, odnosno ulijevo.

Buduc¢i da se model nasumi¢nog hoda koristi kako bi se deterministicki procesi modelirali
pomocu stohastickih, od velike su vaznosti kvantitativni statisticki pokazatelji koji se mogu
odrediti upravo analizom nasumicnog hoda. Takoder, ovdje treba naglasiti kako je moguce
relativno jednostavno poopciti model nasumi¢nog hoda sa jedne dimenzije na dvije ili tri prostorne
dimenzije. U tom je slucaju potrebno promatrati koordinatu Cestice s obzirom na sve (zeljene)
prostorne dimenzije, te se u obzir moraju uzeti moguc¢i pomaci u pozitivnom ili negativnom smjeru
svake osi, naravno uz pripadajuce vjerojatnosti svakog pomaka. Jasno je da bi u takvom
razmatranju prostor po kojem se Cestica giba bio oblika kubicne resetke, ako se drzimo pravila,

odnosno ogranicenja, da se gibanje moze odvijati samo u to¢no odredenim smjerovima.



1.2. Srednje udaljenosti od pocetnog polozaja

Buduéi da zbog prirode nasumi¢nog hoda u jednoj dimenziji postoje samo dvije moguénosti
prilikom odabira smjera pomaka, vjerojatnost da je Cestica u N pomaka napravila m pomaka
udesno (sa vjerojatnos¢u p) i N —m pomaka ulijevo (sa vjerojatnoséu q = 1 —p) dana je

binomnom raspodjelom:

Pimy = (Dp™g® ™' im=01...,N. 3)

Kao $to je ranije navedeno u jednadzbi (1), pomak udesno povecava koordinatu Cestice za
jedan, a pomak ulijevo smanjuje koordinatu za jedan. Prema tome, poloZzaj Cestice (oznacen sa n)

nakon N nasumiénih koraka biti ¢e dan sa:

n=m-(+1D)+N-m)-(-1)=2m—-N. “4)

Iz gornjeg se izraza moze odrediti:

N+n N—n
m= > N-m=

2 z (5)

Sada se moze prijeci sa odredivanja vjerojatnosti da je Cestica u N koraka nacinila m koraka

udesno, P(m), na vjerojatnost pronalaska Cestice na polozaju n nakon N koraka, P(n):

N (N+n) (N-n)
P(m)->Pm)=(N+n|p

2 . q 2
2
N
N N n g2
P(m)=|N+n|pZ-p2-—5
2 q2



N 1L
PO = ()7 (w + n) )" ©
2

Polozaj cestice nakon N koraka moze se oznaciti sa n zato Sto se uzima da je duljina koraka
jedini¢na, pa prema tome Cestica ¢e se nalaziti u tocki s koordinatom x = ndx = n. Srednja

vrijednost koordinate x je u tome slucaju:
(x) = (n) Ax,

(n)=(4) =2(m) -

Kako bi se odredila gornja vrijednost, potrebno je najprije odrediti o¢ekivanje (m) [4]:

U gornjem izrazu moze se primijetiti kako nema smisla postaviti donju granicu sume od
m = 0 jer ostali ¢lanovi pod sumom, bez obzira na njihov oblik ili iznos, pomnozeni sa nulom

nestaju, stoga je mogucée promijeniti donju granicu sume:

N

(N-1!-N m
<m>=z o= D-m @—m? P

N
— v —1)! m— -m
_szl(m—n!-uv—m)!p A

Uvodenjem zamjene a = m — 1 u gornji izraz, dobijemo:

N —1)!
(m) = sz ( ) )!p“ q" 't =Np(p+ )" = Np.

Slijedi: (n)=2Np—N=NQ2p—-1)=N(p—q). (7



Iz relacije (7) vidljivo je da za slucaj ,,savrSeno” nasumicnog hoda, kod kojega su
vjerojatnosti koraka udesno i ulijevo jednake (p = q), srednja vrijednost koordinate x nakon N
koraka biti ¢e (x) = 0, $to je u skladu sa logickim oc¢ekivanjima. Ako nasumiéni hod ¢ini korake

u oba smjera sa jednakom vjerojatnoséu, za ocekivati je da ¢e se 1 zadrzati u okolici pocetnog

polozaja bez obzira na broj proteklih koraka. Naravno, za slucaj p > % biti ¢e 1 srednja vrijednost

pomaknuta udesno ({(x) > 0), odnosno simetri¢no za slucaj p <% biti ¢e pomaknuta ulijevo
((x) < 0).

Vrlo sli¢no srednjoj udaljenosti od pocetnog polozaja nakon N koraka, moze se odrediti 1

drugi moment oko pocetnog polozaja, odnosno srednja kvadratna udaljenost od pocetnog polozaja:
(x?) = (n®) 4x,

(n?) = (4) = 4(m?) — 4m)N + N2.

Ovdje je najprije potrebno odrediti oéekivanje (m?):

N
(m?) = Z m?P(m) = Z [m(m —1) + m]P(m).

U gornjem izrazu opet se moze primijetiti kako donja granica sume od m=0ilim=1
nemaju smisla, jer u oba slucaja izraz u uglatoj zagradi, a samim time 1 cijeli argument unutar sume

postaje nula. Zbog toga je opet moguée promijeniti donju granicu sume:

N N
{m?}) = m(m — 1) P(m) + m P(m).

Desni ¢lan u prethodnom izrazu moze se prepoznati iz ranijeg izvoda, gdje se pokazalo

kako se zapravo radi o o¢ekivanju (m) = Np.



2 . N! m_ N—-m
<m)_zzmm!(N—m)!p ¢+ Np
m=

N
2 —a)(N-2)!-(N—-1)-N
:Z ( ) ( ) m—2_p2_qN—m+Np
m=2

(m —2)! -fmz—m} (N —m)! P

N
(N —2)! e
=N(N—1)p2;2(m_2)!_(N_m)!p s

Uvodenjem zamjene a = m — 2, dobije se:

(N =2)!

-2 gt ¢ T

N
(m?) = NN - Dp? ).

a=0
=NN - Dp*(p+ "2+ Np
= (Np)®? — Np?* + Np = (Np)* + Npq..

Slijedi: ~ (n?) = 4[(Np)? + Npq] — 4N?p + N2 = N2 — 4N(Np — pq — Np?)
(n?) =N?2 —4N(N — 1)pq. (8)

Konacno, jos jedan bitan pokazatelj kod razmatranja raspodjela i ponasanja statistickih

velicina jest standardna devijacija:

On =+/(n?) —(n)? = 2,/Npq . )

Ovdje treba takoder naglasiti da se za izraz (8) mogu izdvojiti dva granic¢na slucaja, a to su
slucaj kada uopce nema sudara medu Cesticama, i slucaj kada su sudari zaista potpuno nasumicni.
U prvome slucaju, kada ne bi bilo sudara medu cesticama, odnosno ,,prevedeno® u model
nasumicnog hoda, nema moguénosti promjene smjera nakon svakog koraka, tada bi se Cestica,
odnosno osoba, svakim korakom linearno udaljavala od pocetnog polozaja. Ovakav slucaj

mozemo opisati kao potpuno slobodnu cEesticu, odnosno pomocu vjerojatnosti, zasigurno c¢e se



gibati samo u jednu stranu (ili udesno, p = 1iq = 0, ili ulijevo, ¢ = 1 i p = 0). Prema tome,

gornji ¢e izraz (8) poprimiti oblik:

= N2, (10)

2
(n®) =0

- 2
pzo—m>

U drugome pak slucaju, kada su sudari, odnosno odabir smjera sljedeceg koraka, potpuno
nasumicni (p = q = 0.5) moze se primijetiti kako srednja kvadratna udaljenost vise nece biti

kvadratno ovisna o broju izvrSenih koraka, ve¢ postaje linearno ovisna [4]:

(n?) =N. (11)
p
1.3. Pokazni primjeri simulacije

Pokazni primjer 1

Kao pokazni primjer moze se izvesti pokazna simulacija ,,potpuno‘ nasumi¢nog hoda, odnosno sa
jednakim vjerojatnostima koraka u oba smjera. Najprije mozemo izracunati teorijski predvidene
vrijednosti za srednju udaljenost i standardnu devijaciju, a zatim ih usporediti sa rezultatima
simulacije. Kao $to je vidljivo na slici u nastavku, u ovome slucaju izvrSena je simulacija tri

nasumicna hoda, svaki duljine 1000 koraka:

(x)=N(p-9) =0,

(x%) = 1000,
p=q=0.5

O, = 24/Npq = 31.6228.
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Slika 3: Primjer 1 - Simulacija nasumicnog hoda uzp =q = 0.5

Na slici iznad prikazan je oblik putanje tri nasumi¢na hoda, odnosno njihov polozaj u

odnosu na pocetni s obzirom na broj proteklih koraka. Takoder, na slici su prikazane teorijski

predvidene, ali i eksperimentalno odredene vrijednosti srednje udaljenosti 1 standardne devijacije

od pocetnog polozaja nakon izvrSenih svih 1000 koraka. Eksperimentalne vrijednosti odredene su

pomocu statistickih funkcija u racunalnom kodu koje za ulazne podatke uzimaju odredeni skup

podataka za koje se zeli odrediti srednja vrijednost i standardna devijacija, te kao izlazni podatak

vraéaju izracunate vrijednosti. Moze se naglasiti da su spomenute funkcije definirane na takav

nacin da se srednja vrijednost odreduje kao zbroj kona¢nih udaljenosti svih nasumicnih hodova

podijeljen sa brojem vrijednosti, odnosno brojem nasumicnih hodova, a standardna devijacija

prema izrazu u nastavku:

k
1
(x) = EZ X; , k — broj nasumicnih hodova (12)
i=1

Oy exp

k
= [~ iz,

i=1

10

(13)




Jasno je da postoje odstupanja izmedu teorijskih i eksperimentalno simuliranih vrijednosti,
no u ovome primjeru statisticke pokazatelje treba uzeti sa odredenom rezervom jer se radi o vrlo

malenom uzorku (broju nasumic¢nih hodova).

Pokazni primjer 2

Slicno prethodnome primjeru, moze se izvesti pokazni primjer simulacije nasumi¢nog hoda sa
povecanom vjerojatnosé¢u koraka u jednu stranu, npr. udesno. Za ovaj primjer su takoder
simulirana tri nasumicna hoda, svaki duljine 1000 koraka, ali uz vjerojatnosti p = 0.6, q = 0.4.

Kao 1 u prethodnome pokaznom primjeru, mogu se izracunati teorijski predvidene srednje

vrijednosti:

(x) =N(p —q) =200,

Oy, = 24/Npq = 30.9839.

Simulacija 3 nasumi¢na hodauzp =0.6ig=0.4

N
=3
S

.
17
o

< Xexp > * 0y, = 187.3333%£29.044
< Xteo > * Oy, = 200.0+30.9839
P(x € [Xteo % Ox,.,]) = 0.6667

P(X € [Xteo % 20x,,]) =1.0

=
153
15

PoloZaj u odnosu na pocetnu tocku
3

0 200 400 600 800 1000
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Slika 4: Simulacija nasumicnog hoda uzp = 0.6iq = 0.4

Kao i1 u prethodnome primjeru, na slici iznad je prikazan oblik putanje tri simulirana
nasumicna hoda, odnosno njihov polozaj u odnosu na pocetnu tocku s obzirom na broj proteklih
koraka, te su na slici prikazane teorijski predvidene i simulacijom odredene srednje vrijednosti.
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1.4. Jednadzba difuzije

Tijekom teorijskog pregleda ranije u ovome radu, spomenuto je kako se model nasumi¢nog hoda
koristi za modeliranje deterministickih procesa ili sustava pomocu stohastickih, te je kao jedan od
najcesce koristenih primjera navedena difuzija. Kako bi pokazali povezanost nasumi¢nog hoda 1

difuzije, mozemo se zadrzati na ranije koristenom slikovitom primjeru.

Pretpostavimo da postoji veci broj cestica mlijeka koji se giba u okolini ispunjenoj
Cesticama kave. Postavlja se pitanje kako odrediti prostornu raspodjelu cestica kao funkciju
vremena, posto je poznato da ¢e se difuzija zasigurno odvijati, bilo spontano ili izazvana vanjskim
utjecajima, te tijekom vremena dolazi do mijesanja Cestica, u ovome slucaju fluida. U ranijim
primjerima sa nasumi¢nim gibanjem Ccestica, odnosno osoba, zadrzano je ogranienje na
promatranje samo jedne specificne Cestice, no postoji 1 drugaciji nacin promatranja takvog fizickog
sustava, a to je pomocu gustoce Cestica p(x,y, z, t) koja se moze dobro definirati u slucaju kada
promatrani sustav sadrzi veci broj Cestica. U takvome sustavu gustoca Cestica srazmjerna je
vjerojatnosti pronalaska Cestice u jedinicnom segmentu volumena na polozaju (x,y,z) tijekom
jedinice vremena t, koja se moze oznaciti sa P(x,y, z, t). S ovakvim pretpostavkama, moze se reci
da gustoca cestica p 1 vjerojatnost P zadovoljavaju istu jednadzbu, no kako bismo odredili tu

jednadzbu potrebno je prisjetiti se modela nasumi¢nog hoda.

Radi jednostavnosti, promotrimo gibanje Cestice u jednoj dimenziji prikazano na Slici 2
ranije u ovome radu. U tome ¢e slucaju gustoca Cestica biti samo p(x, t), odnosno vjerojatnost
pronalaska Cestice na danom polozaju P(x, t). Kako se radi o koordinatnom sustavu oblika pravca
sa diskretnim ¢vorovima, odnosno mogucéim polozajima Cestice, svaki proizvoljno odabrani ¢vor
ima to¢no dva najbliza susjeda, odnosno samo su dva mogucéa nova polozaja nakon jednog
,koraka® Cestice. Ako se uzme da se u trenutku (¢ — 1) Cestica nalazi u jednome cvoru, a
vjerojatnosti pomicanja u susjedne ¢vorove je jednoliko raspodijeljena, tada vjerojatnost da se u

sljede¢em trenutku t Cestica pomakne iz bilo kojeg od susjednih ¢vorova u promatrani ¢vor na
L 1 : . . . ..
polozaju x, iznosi to¢no 5 Za svaki od njih. Prema tome, vjerojatnost pronalaska cestice P(x, t) biti

¢e dana sa:

P(x,t)=%[P(x+1,t—1) + P(x—1,t —1)]. (14)
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Oduzimanjem vjerojatnosti da se Cestica u prethodnom trenutku (¢ — 1) ve¢ nalazi na

polozaju x, te preuredivanjem jednadzbe (14) dobijemo slijedece:

1
Pix,t) —P{x.t— 1) =§[P(x+1,t—1)+P(x—1,t—1)—2P(x,t—1)]. (13}

(Ax)?

(ax)?’

Pomnozimo li lijevu stranu jednadzbe (15) sa %, a desnu sa tada izraz poprima oblik:

Pat)=PGt=1) 1 ,[Pec+1t=1)+PCc=1t=1)=2P(xrt=1)] (16)
At 2 Ax?

Ranije je navedeno kako su u ovakvim razmatranjima vjerojatnost pronalaska cestice P i
gustoca Cestica p srazmjerne, pa u skladu s time moze se prije¢i na oznake sa gustoCom Cestica.
Kada bismo Zeljeli promatrati gibanje Cestice gotovo kao kontinuirani proces, potrebno je smanjiti
Sto je viSe moguce vremenski interval izmedu svakog koraka i udaljenost izmedu mogucih
polozaja (¢vorova) odnosno duljinu nasumi¢nog koraka, pa prema tome promotrimo li jednadzbu
(16) u granici kada At - 0 1 Ax — 0, moze se primijetiti kako je lijeva strana jednadzbe upravo
definicija vremenske derivacije, dok se sa desne strane jednadzbe moze uociti kako se radi o drugoj

prostornoj derivaciji, u ovome sluc¢aju samo po prostornoj koordinati x.

i P(xrt)_P(x;t_l)_aP(x:t)
m

— 17
At—0 At ot '’ (17

o [px+L,t—D+px—1,t—1) = 2p(x,t —1)] 0d?%p
lim = . (18)
ek (Bx)? ox2

Uvrstavanjem (17) 1 (18) natrag u (16), te izdvajanjem preostalog koeficijenta, u konacnici

se dobije izraz poznat kao jednadzba difuzije:

ap(x,t) 9%p(x,t)
R [ it 19
ot D 0x2z '’ (19)

gdje je D koeficijent difuzije ovisan o promatranome sustavu, a u ovome slucaju

jednodimenzijskog koordinatnog sustava:
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_ 1@y

= (20)

Treba naglasiti kako se analognim pristupom moze pokazati da je jednadzba difuzije istoga
oblika za npr. trodimenzijske koordinatne sustave, uz prilagodbu derivacije iz (18) na sve tri
prostorne koordinate, te u tome slucaju treba prilagoditi 1 koeficijent difuzije D:

op(x,y,z,t)

= DV? 21
5% DV-p(x, y,2, E) - (21

Kao sto je obicno slucaj kod diferencijalnih jednadzbi, i kao Sto je spomenuto ranije u
ovome radu, poznaju li se pocetna gustoca ili raspodjela Cestica p(x,t = 0), moguce je pomocu

jednadzbe difuzije odrediti raspodjelu u bilo kojem trenutku p(x, t). [2]

Za jednadzbu difuzije nije jednostavno analiticki odrediti opce rjesenje, ali postoji poseban
slucaj koji je vrlo instruktivan, te se moze uvrstavanjem u jednadzbu difuzije (19) provjeriti

valjanost rjesenja oblika gausijana:

x2

1 _x
p(x, t) = — e 207, (22)

Treba naglasiti da rjesenja prikazanog oblika mogu vrijediti samo uz uvjet da o ima
znaCenje standardne devijacije, tj. Sirine gausijana koja je vremenski ovisna, tj. ¢ = a(t), au

ovome slucaju vrijedi:

o=+2Dt.
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Slika 5: Shematski prikaz rjesenja jednadzbe difuzije [2]

Na slici iznad shematski su prikazana ranije navedena rjesenja jednadzbe difuzije u dva
razli¢ita trenutka. Puna linija na grafu predstavlja raspodjelu Cestica u nekom trenutku nedugo
nakon pocetka procesa difuzije, dok isprekidana linija predstavlja raspodjelu istog skupa Cestica u
nekom kasnijem trenutku kada se difuzija ve¢ odvijala odredeno vrijeme. Ono sto se moze na prvi
pogled uociti, a moglo se i pretpostaviti promatranjem oblika predloZzenog rjesenja, jest oblik
raspodjele Cestica koji izricito podsjeca na Gaussovu krivulju. Jasno je kako se raspodjela ,,8iri* s
protekom vremena, dok je ukupna povrsina ispod krivulje, koja predstavlja ukupni broj Cestica u
promatranome sustavu, nepromijenjena. Takoder je na slici oznacena specifi¢na polu-Sirina (eng.
half-width) za dani trenutak, te se moze napomenuti da se protekom vremena zadrzava oblik
krivulje raspodjele poput Gaussove krivulje, uz porast polu-sirine o~vt, kao §to je ranije

spomenuto.[2]
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2. Simulacija i analiza rezultata

U nastavku se nalaze rezultati racunalne simulacije (izvedene pomocu racunalnog koda koji se
nalazi u dodatku u nastavku ovoga rada) koja simulira izvodenje 1000 zasebnih nepristranih (eng.
non-biased) nasumicnih hodova u jednoj dimenziji, dakle sa jednakim vjerojatnostima koraka u

oba smjera (p = q = 0.5), gdje je svaki nasumic¢ni hod duljine N = 10000 koraka.

Prije nego se analiziraju rezultati, iz zadanih vrijednosti za nasumi¢ne hodove mogu se
odrediti teorijski predvidene srednje vrijednosti, kako je pojasnjeno 1 prikazano na dva pokazna
primjera ranije u ovome radu. Kako su nasumicni hodovi medusobno nezavisni, tj. nemaju
nikakvog medusobnog utjecaja, mogu se izraCunati ocekivana srednja konacna udaljenost od
pocetnog polozaja, ocekivana srednja kvadratna udaljenost od pocetnog polozaja i ocekivana

standardna devijacija:

(x)=N(p-9) =0,

(x2) = N = 10000,
p=q=05

Ox,., = 24/Npq = 100.

Na prvoj slici u nastavku (slika 6) nalazi se graficki prikaz putanja simuliranih nasumi¢nih
hodova, odnosno njihov polozaj s obzirom na broj proteklih koraka. Ovaj prikaz nema nuzno
poseban znacaj u statistickoj analizi simulacije, ali moze posluziti kao koristan dodatak pri
promatranju simulacije i shvacanju Sto se zapravo dogada u simulaciji. Kao Sto je ve¢ ranije
naglaSeno, a naznaceno je 1 na slici ispod, ocekivana srednja vrijednost konacne udaljenosti od

pocetnog polozaja kod nepristranih nasumicnih hodova, uz pripadnu standardnu devijaciju, iznosi:

(Xteo) £ 0x,,, = 01 100.
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Na temelju simuliranih 1000 nasumi¢nih hodova duljine 10000 koraka, dakle
eksperimentalno odredena srednja vrijednost kona¢ne udaljenosti od pocetnog polozaja i pripadna

standardna devijacija (u ovoj instanci simulacije) iznose:

(Xexp) + Oy, = 0,712 + 101,7686 .

Simulacija 1000 nasumic¢nih hodovauzp =0.5ig = 0.5

N
(=]
o

=
o
o

o ——— - -

=}
|

100 e —————— —

~~ < Xexp> +0y,, = 0.712+101.7686 :
— < Xto> * 0y, = 0.0£100.0 |
P(X € [Xteo % Ox,,]) = 0.678 '

P(X € [Xteo * 20x,,]) =0.96

—400 1 ! - : ; :

0 2000 4000 6000 8000 10000
Broj koraka (vrijeme)

—200 A

Polozaj u odnosu na pocetnu tocku

—300 1

Slika 6: Prikaz putanja simulacije nasumicnih hodova

Na slici su teorijska 1 eksperimentalna srednja vrijednost prikazane horizontalnim punim
linijjama, a teorijske 1 eksperimentalne standardne devijacije u oba smjera isprekidanim linijama,
no ova je simulacija rezultirala vrlo bliskim vrijednostima pa se linije djelomi¢no preklapaju, stoga
nisu najbolje vidljive. Takoder se moze vidjeti prikaz eksperimentalno odredenog udjela
nasumicnih hodova koji su zavrsili sa kona¢nom udaljenoscéu unutar jedne, odnosno unutar dvije
teorijski predvidene standardne devijacije u odnosu na srednju vrijednost udaljenosti od pocetnog
polozaja. Prema Gaussovoj ili normalnoj raspodjeli, unutar jedne standardne devijacije oko srednje
vrijednosti nalazi se priblizno 68% Ccestica, dok se unutar dvije standardne devijacije nalazi
priblizno 95%.[4] Usporedbom eksperimentalno odredenih podataka na temelju simulacije koja je

rezultirala sa 67,8% Cestica unutar jedne, 1 96% Cestica unutar dvije teorijske standardne devijacije
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oko teorijski predvidene srednje vrijednosti, moze se zakljuciti kako ovi rezultati simulacije zaista

odgovaraju o¢ekivanjima, naravno unutar granica razumnih odstupanja.

Simulacija 1000 nasumi¢nih hodovauzp = 0.5ig = 0.5

10000 +

8000

6000

4000 -

2000 +

Kvadratna udaljenost u odnosu na pocetnu tocku

(I) 2060 40‘00 6060 80‘00 10600
Broj koraka (vrijeme)

Slika 7: Prikaz ovisnosti kvadratne udaljenosti od pocetnog polozaja s obzirom na broj proteklih koraka

(vrijeme)

Kao S$to je naznacCeno, na slici 7 prikazan je odnos srednje kvadratne udaljenosti od
pocetnog polozaja s obzirom na broj proteklih koraka u racunalnoj simulaciji, odreden na temelju
svih 1000 simuliranih nasumiénih hodova. Kao sto je ranije u teorijskom razmatranju spomenuto,
kod nepristranih nasumi¢nih hodova kvadratna udaljenost postaje linearno ovisna sa brojem
koraka, $to je na ovoj slici jasno prikazano kao isprekidana crvena linija, te je takoder vidljivo
teorijsko ocekivanje srednje kvadratne udaljenosti na kraju nasumi¢nog hoda koje je ranije

racunski odredeno.
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Prikaz raspodjele udaljenosti nasumicnih hodova od pocetnog polozaja
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Slika 8: Prikaz raspodjele udaljenosti nasumic¢nih hodova od pocetnog polozaja
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Slika 9: Prikaz relativne raspodjele udaljenosti nasumicnih hodova od pocetnog polozaja

Na slikama 8 1 9 nalaze se dva vrlo sli¢na prikaza rezultata racunalne simulacije. Na slici
8 prikazan je broj nasumicnih hodova (od ukupnih 1000) koji je okoncao svojih 10000 koraka na

odredenom polozaju ulijevo ili udesno od pocetnog, dok se na slici 9 nalazi ekvivalentan relativni
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prikaz, dakle postotak nasumic¢nih hodova koji su okoncali na odredenom polozaju. Ono sto je
specifi¢no za oba prikaza su izrazito uski diskretni §iljci koji ,,skacu* izmedu odredenih vrijednosti
i nule. To zapravo ima savrSenog smisla ako se uzme u obzir kako se radi o nasumi¢nim hodovima

s pocetnim polozajem u x = 0, i to sa parnim brojem koraka.

Promotrimo trivijalan primjer nasumicnog hoda sa pocetkom u x = 0 i1 duljine 2 koraka.
Nakon prvog koraka, Cestica se moze nalaziti isklju¢ivou x = —1 iliu x = 1, te se nakon drugog
koraka moze pomaknuti u x = —2, x = 2, ili se moze vratiti natrag u x = 0. U svakom slucaju,
zbog parnog broja koraka, mogucéi ili ,,dopusteni* konacni polozaji su ograniceni. Analogno vrijedi
1 za slucaj neparnog broja koraka sa ,,neparnim dopustenim* polozajima. Dakle, intervali koji leze
na x-osi na slikama iznad oznacavaju ili polozaje na kojima nijedan nasumic¢ni hod nije okoncao,

ili polozaje koji nisu bili mogucéi zbog zadanog broja koraka.

Prilagodavanje krivulje relativne raspodjele udaljenosti nasumicnih hodova od pocetnog poloZaja
T
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Slika 10: Prikaz prilagodavanja krivulje relativne raspodjele udaljenosti nasumicnih hodova od pocetnog

poloZaja

Kao sto je naznaceno, na slici 10 prikazano je prilagodavanje krivulje (eng. curve fitting)
relativne raspodjele udaljenosti nasumic¢nih hodova od pocetnog polozaja. Ovdje treba naglasiti da
se na slici zapravo nalazi graficki prikaz ekvivalentan onome sa slike 9, uz promjenu oblika kojim
su prikazani eksperimentalni podaci, u toliko da je na ovome prikazu koristen stupcasti oblik grafa
za razliku od linije koja povezuje eksperimentalne tocke. Prilagodavanje krivulje izvedeno je
pomocu racunalne funkcije koja radi na nacin da se unaprijed odredi oblik funkcije prema kojoj se
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zele prilagoditi podaci, zatim se analizira skup ulaznih podataka, te se na izlazu vracaju optimalne
vrijednosti parametara tako da su kvadrati razlike vrijednosti zadane funkcije u danim tockama 1
eksperimentalno odredenih vrijednosti minimalni. U ovome slucaju, zadani oblik funkcije za
prilagodavanje odgovara predvidenom rjesenju jednadzbe difuzije (22), kao Sto se moze vidjeti na
slici 10. Promotri li se oblik prilagodene krivulje, moze se jasno uociti slicnost obliku krivulje
predlozenog rjesenja prikazane na slici 5. U ovome slucaju, prilagodena krivulja bolje odgovara
isprekidanoj predvidenoj krivulji, posto se radi o krivulji koja prikazuje raspodjelu Cestica nakon

Sto je protekla odredena (za promatrani sustav znacajna) koli¢ina vremena.
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3. Zakljucak

Promotri li se problematika razmatrana u ovome radu i modeli kojima su najprije teorijski
predvideni, a zatim eksperimentalno odredeni specifi¢ni pokazatelji, moglo bi se zakljuciti kako
primjeri i rezultati prikazanih simulacija nisu pretjerano zahtjevni, no cilj ovoga rada je svakako
ostvaren. Analizom rezultata i same simulacije javljaju se jasne sliénosti u usporedbi sa teorijskim
pregledom, te sluZe kao dokaz koncepta (eng. proof of concept) kako prakti¢no primijeniti
stohasticke modele i statisticke pokazatelje na deterministicke sustave i procese, naravno uz
stabilne matemati¢ke modele u pozadini. Kao $to je ranije navedeno, u ovome radu je prikazan
samo jedan od mnogih modela koji u blizoj proSlosti, a za pretpostaviti je sli¢an trend i u
buduénosti, sve vise imaju ,,glavnu rije¢” kada se govori o matemati¢kom ili fizickom modeliranju,

simuliranju i prikazivanju raznih sustava i procesa iz svijeta oko nas.

Ono $to jos treba naglasiti je da ovaj rad nije nuzno usredotocen na pojasSnjavanje to¢ne
izvedbe simulacija koje su prikazane u radu, stoga se samo na mjestima nalaze kratka pojasnjenja
odredenih funkcionalnosti ili izvedbe simulacija, te se u dodatku nalazi izvorni rac¢unalni kod. U
ovome su radu simulacije izradene koristeéi se programskim jezikom Python i odredenim
dostupnim gotovim bibliotekama funkcija, ali svakako valja napomenuti da su sliéne, ako ne i

potpuno iste simulacije izvedive primjenom mnostva drugih programskih jezika i okruzenja.
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6. Dodatak

6.1. Rac¢unalni kod

import numpy as np

import random as r

import matplotlib.pyplot as plt
import scipy.optimize as sc

nSteps = 10000
nWalks = 1000
0= 8

g=§ =p

endPosData = []
N = np.arange(l,nSteps+1,1)
fullPlotDatal = []

for i in range(nWalks):
endPosData.append(np.zeros (nSteps, dtype=int))

for i in range(len(endPosData)) :
endPosData[i] = np.zeros(nSteps, dtype=int)
stepChoice = r.choices(population=["1","-1"], weights=(p,q),k=nSteps)
for j in range(len(stepChoice)):
if stepChoice[]j] == "-1":
endPosData[i][j] = endPosDatal[i]l[j-1]1 - 1
elif stepChoice[]j] == "1":
endPosData[i][j] = endPosDatal[i][j-1]1 + 1

for i in range(len(endPosData)) :
fullPlotDatal.append((N,endPosData[i]))

finalPositions = []
finalNumCount = []
finalRelCount = []
xBarTicks = list(np.arange(-nSteps, nSteps+l, 1))

for i in endPosData:
finalPositions.append(i[-11])

for 1 in xBarTicks:
tempNumCount = finalPositions.count (i)
finalNumCount.append (tempNumCount)
if tempNumCount !'= 0O:
finalRelCount.append (tempNumCount/nWalks)
elif tempNumCount == 0:
finalRelCount.append(0)

theoryMean = round(nSteps* (p-q), 4)
theoryStdev = round(2*np.sqgrt (nSteps*p*qg), 4)

expMean = round(np.mean(finalPositions), 4)
expStdev = round(np.std(finalPositions), 4)

meanDis = list(np.zeros(len(endPosDatal[0])))
meanSquareDis = list(np.zeros(len(endPosDatal[0])))
tempSum = 0

probSigl = 0

probSig2 = 0
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emptyLabel = 0
plotlineWidth = 3

for k in endPosData:
for i in range(len(k)):
tempSum = k[i]
meanDis[i] += round (tempSum/len (endPosData), 4)
meanSquareDis[i] += round (tempSum**2/len (endPosData), 4)

for k in endPosData:
if k[-1] >= (theoryMean - theoryStdev) and k[-1] <= (theoryMean +
theoryStdev) :
probSigl += 1/len(endPosData)
if k[-1] >= (theoryMean - 2*theoryStdev) and k[-1] <= (theoryMean +
2*theoryStdev) :
probSig2 += 1/len(endPosData)

probSigl round (probSigl, 4)
probSig2 = round(probSig2, 4)

meanlLabell = "$<{x {exp}}> \pm \sigma {x {exp}} $ = " + str(expMean) +
"S\pmS$" + str (expStdev)

meanlLabel2 = "$<{x {teo}}> \pm \sigma {x {teo}} $ = " + str(theoryMean) +
"S\pmS$" 4+ str(theoryStdev)

meanlLabel3 = "$P(x \in [{x {teo}} \pm \sigma {x {teo}}]) = $" + str(probSigl)
meanlabeld = "$P(x \in [{x {teo}} \pm 2\sigma {x {teo}}]) = $" +

str (probSig2)

if nWalks ==

titlelLabell = 'Simulacija nasumic¢nog hoda uz $p$ = ' + str(p) + ' i SgS
= ' 4+ str(q)
elif nWalks > 1 and nWalks < 5:

titlelLabell = 'Simulacija '+str(nWalks)+' nasumicna hoda uz $p$ = ' +
str(p) + ' 1 $g$5 = " + str(q)
elif nWalks >= 5:

titlelLabell = 'Simulacija '+str(nWalks)+' nasumic¢nih hodova uz $p$ = '
+ str(p) + ' 1 $g5 = ' + str(q)
titlelabel2 = "Prikaz raspodjele udaljenosti nasumic¢nih hodova od pocetnog
polozaja"
titlelLabel3 = "Prikaz relativne raspodjele udaljenosti nasumicé¢nih hodova od
pocetnog polozaja"
titlelabel4 = "Prilagodavanje krivulje relativne raspodjele udaljenosti

nasumic¢nih hodova od pocetnog polozaja"

meanSqgLabell = "$<{{x {exp}}*{2}}>8"
meanSglabel2 = "$<{{x {teo}}"2}>8"
fitLabell = str(r'S$S\rho$'+ "=" + r'$\frac{l}{\sigma}\/ e"{-\frac{x"2}{2

\sigma”2}}$"')
fitLabel2 = r'$Sa = \frac{l}{\sigma}s$'

def fitFunc(x, a):
return (1/a) * np.exp(-1/(2%a**2) *x*x*2)

for k in fullPlotDatal:
plt.plot(k[0],k[1])
plt.grid()
plt.xlabel ("Broj koraka (vrijeme)", size="x-large")
plt.ylabel ("PolozZaj u odnosu na pocetnu tocku", size="x-large")
plt.axhline (expMean, 1ls="-", lw = plotlineWidth, color = "k", alpha = .3)
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plt.axhline (expMean - expStdev, lw = plotlineWidth, 1ls = "--", color = "k",
alpha = .3, label = meanlLabell)

plt.axhline (expMean + expStdev, lw = plotlineWidth, 1ls = "--", color = "k",
alpha = .3)

plt.axhline (theoryMean, lw = plotlineWidth, color = "r", alpha = .5)
plt.axhline (theoryMean + theoryStdev, lw = plotlineWidth, 1ls="--", color =
"r", alpha = .5, label = meanLabel?)

plt.axhline (theoryMean - theoryStdev, lw = plotlineWidth, 1ls="--", color =

"

“r", alpha = 58§)

plt.axhline (emptylLabel, alpha=0, label=meanLabel3)
plt.axhline (emptyLabel, alpha=0, label=meanLabeld)
plt.legend(loc="best", fontsize="x-large")
plt.title(label=titlelLabell, size="xx-large")

plt.show ()

plt.plot (N, meanSquareDis, label=meanSqglLabell)
plt.plot(N,N, 1s="--", color="r", label=meanSqglLabel?2)
plt.grid()

plt.xlabel ("Broj koraka (vrijeme)", size="x-large")

plt.ylabel ("Kvadratna udaljenost u odnosu na pocetnu tocku", size="x-large")
plt.title(label=titlelLabell, size="xx-large")

plt.legend(loc="best", fontsize="x-large")

plt.show ()

a=2>0
b=0
leftEnd = 0
rightEnd = 0

while leftEnd ==
temp = finalNumCount[a]
if temp !'= 0:
leftEnd = a
else:
a += 1

while rightEnd ==
temp = finalNumCount [b]
if temp !'= O:
rightEnd = Db
else:
b +=1

xReducedTicks = xBarTicks[min(a,b) :-min(a,b)]
reducedNumCount = finalNumCount[min(a,b) :-min(a,b)]
reducedRelCount = finalRelCount[min(a,b) :-min(a,b)]

plt.plot (xReducedTicks, reducedNumCount)
plt.grid()
plt.xlabel ("Konacna udaljenost od pocletnog polozaja", size="x-large")

plt.ylabel ("Broj nasumic¢nih hodova", size="x-large")
plt.title(titleLabel2, size="xx-large")

plt.axvline (expMean, 1ls = "-", color = "k", 1w = plotlineWidth, alpha=.3)
plt.axvline (expMean - expStdev, 1ls = "--", lw = plotlineWidth, color = "k",
alpha = .3, label = meanlabell)

plt.axvline (expMean + expStdev, 1ls = "--", lw = plotlineWidth, color = "k",
alpha = .3)

plt.axvline (theoryMean, lw = plotlineWidth, color = "r", alpha = .5)
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plt.axvline (theoryMean + theoryStdev, lw = plotlineWidth, l1ls = "--", color
"r", alpha = .5, label = meanlabel?)

plt.axvline (theoryMean - theoryStdev, lw = plotlineWidth, 1ls = "--", color
", dlpha = .5)

plt.axvline (emptyLabel, alpha=0, label=meanLabel3)

plt.axvline (emptyLabel, alpha=0, label=meanLabeld)

plt.legend(loc="best", fontsize="x-large")

plt.show ()

plt.plot (xReducedTicks, reducedRelCount)

plt.grid()

plt.xlabel ("Konacna udaljenost od pocetnog polozaja", size="x-large")
plt.ylabel ("Relativni udio nasumicénih hodova", size="x-large")
plt.title(titleLabel3, size="xx-large")

plt.axvline (expMean, ls = "-", 1lw = plotlineWidth, color = "k", alpha =.3)
plt.axvline (expMean - expStdev, ls = "--", lw = plotlineWidth, color = "k",
alpha =.3, label = meanlabell)

plt.axvline (expMean + expStdev, 1ls = "--", lw = plotlineWidth, color = "k'",
alpha =.3)

plt.axvline (theoryMean, lw = plotlineWidth, color = "r", alpha = .5)
plt.axvline (theoryMean + theoryStdev, lw = plotlineWidth, 1ls = "--", color
"r", alpha = .5, label = meanlabel?)

plt.axvline (theoryMean - theoryStdev, lw = plotlineWidth, 1ls = "--", color
"r'", alpha = .5)

plt.axvline (emptyLabel, alpha=0, label=meanLabel3)

plt.axvline (emptyLabel, alpha=0, label=meanLabeld)

plt.legend(loc="best", fontsize="x-large")

plt.show ()

fitbata = [[1,[1]
fitCurveY = []

for

i in range (len(reducedRelCount)):
if reducedRelCount[i] != O:
fitData[0] .append(reducedRelCount[i])
fitData[l].append(xReducedTicks[i])

fOpt, fCov = sc.curve fit(fitFunc, fitData[l],fitData[0])

for
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i in range(len(fitData[l])):
fitCurveY.append (fitFunc(fitData[1][i], fOpt))

bar (xReducedTicks, reducedRelCount)

plot (fitData[l], fitCurveY, "g-", label="Curve fit: a=%5.3f" % fOpt)

axvline (emptyLabel, alpha=0, label=fitLabel?2)
axvline (emptyLabel, alpha=0, label=fitLabell)

axvline (theoryMean, lw = plotlineWidth, color = "r", alpha = .5)
axvline (theoryMean + theoryStdev, 1lw = plotlineWidth, 1ls = "--",
alpha = .5, label = meanlLabel?)

axvline (theoryMean - theoryStdev, 1lw = plotlineWidth, 1ls = "--",
alpha = .5)

grid()

xlabel ("Konacna udaljenost od pocetnog polozaja", size="x-large")

ylabel ("Relativni udio nasumic¢nih hodova", size="x-large")
title(titlelLabeld, size="xx-large")

legend(loc="best", fontsize="x-large")
show ()
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