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Sazetak

Deterministicki je kaos teorija koja opisuje odredene nelinearne sustave koji posjeduju iz-
razitu osjetljivost na pocetne uvjete. Takvi su sustavi deterministi¢ki u smislu da im je
vremenska evolucija u potpunosti odredena rjeSavanjem pripadne diferencijalne jedandzbe i
poznavanjem pocetnih uvjeta. PonaSanje ovakvih u nacelu jednostavnih sustava moze biti
izrazito neprevidljivo i kaoti¢no za dovoljno duge vremenske serije. U ovom ¢emo diplom-
skom radu analizirati tri takva deterministi¢ka sustava i demonstrirati pod kojim ¢e uvjetima
doc¢i do prijelaza u kaos. Najprije ¢emo u teorijskoj podlozi uvesti notaciju i dati pregled
osnovnih svojstava, a zatim u drugom dijelu rijeSiti pripadne diferencijalne jednadzbe te
varirati kontrolni parametar i pocetne uvjete. U toj ¢emo analizi koristiti numericke alate u
Pythonu.
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1 Uvod

Bududi da ovaj diplomski rad u svome naslovu sadrzi sintagmu deterministicki kaos, to
bi valjalo na samom pocetku objasniti znacenje obje rijeci. Krenimo najprije od rijeci kaos.
Kaos dolazi od greke rijeci “Aaoc”, koja u svom originalnom znacenju oznac¢ava beskona¢nu
praznu tvar koja je postojala prije svega. U ovom ¢emo radu ipak koristiti ponesto drukéije
znacenje rijeci kaos te e rije¢ kaos imati znacenje takvog stanja sustava koje je neregularno,
neprevidljivo. Takoder, promatrat ¢emo takve sustave ¢ija je eksplicitna ovisnost o vremenu
deterministicka, tj. postoji jasan zakon, izraZen diferencijalnim jednadzbama, koji u potup-
nosti odreduje vremensku evoluciju sustava za dane pocetne uvjete. Ono sto ¢emo vidjeti
jest da je naivna pretpostavka kako se deterministicki sustavi, generirani npr. rjeSavanjem
kontinuiranih diferencijalnih jednadzbi, ponasaju regularno, tj. ne ponasaju se kaoti¢no,
ipak bila samo naivna. Jasno éemo pokazati da se ¢ak i mehanicki sustavi, ¢ija je vremenska
evolucija u potpunosti deterministicka, mogu ponasati kaoti¢no. Dakle, glavni cilj ovoga rada
jest pokazati iregularno, odnosno kaoti¢no ponasanje koje pokazuju NELINEARNI sustavi
¢ija je vremenska evolucija u potpunosti odredena rjeSavanjem pripadnih diferencijalnih
jednadzbi te poznavanjem pocetnih uvjeta. U toj éemo se analizi koristi ra¢unalom, konkretno
programskim jezikom Python i pripadnim numeric¢kim alatima. [1], [2], [3], [24]

Sama kompizicija rada bit ¢e sljede¢a. Najprije ¢e biti dan kratak teorijski uvod, vise s
ciliem da se uvede notacija i iskazu osnovna svojstva, nego da se dane teorije izloZe na
nekakav sustavan nacin. Nakon toga ¢e biti dan i pregled numerickih alata u Pythonu koji
¢e biti koriSteni zajedno s njihovim znacenjem. Konacno, rijesit ¢emo nekoliko primjera i za
diskretne i za kontinuirane vremenske serije kako bi pokazali prijelaz u kaoti¢ni na¢in rada.
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2  Uvod u teoriju nelinearnih sustava

Da bismo uopée mogli proucavati sustave koji posjeduju mogucénost prijelaza u kaoti¢ni
rezim (deterministicki kaos), treba najprije odgovoriti na pitanje: postoji li neko opcenito
svojstvo koje posjeduju svi sustavi koji mogu prijeci u kaoti¢an (nasumican, neprevidljiv)
nacin rada? Odgovor na ovo pitanje je potvrdan i on se zove NELINEARNOST. U tom se
smislu korisno najprije upoznati, barem na nacelnoj razini, sa sustavima koji su nelinearni
kako bi bolje razumijeli porijeklo kaosa u sustavima koji su deterministickil. [4], [5]

Opcenito

Slika svijeta kao krutog i zadanog, deterministickog sustava prvi je put znacajno potkopana
upravo u okviru jednog dijela fizike koji se zove dinamika. Konkretno, u okviru dvije nove,
do tada potpuno nepoznate teorije: teorije relativnosti i kvantne mehanike. S ove je dvije teorije
pokazano da deterministicka slika svijeta prestaje vrijediti za dva slucaja: ako je brzina
promatranog objekta bliska brzini svjetlosti, v ~ ¢, (specijalna teorija relativnosti) te ako su
dimenzije promatranog objekta mikroskopske (< 107® cm, kvantna mehanika). [5]

Konkretno, klasi¢na je mehanika kretala od pretpostavke da su dvije veli¢ine beskona¢nog
iznosa: brzina svjetlosti, c, te recipro¢na vrijednost Planckove konstante, 1/h. Konacan
karakter ove dvije veli¢ine vodio je najprije do specijalne teorije relativnosti, a zatim i do
kvantne mehanike.

U tom su smislu bile potrebne dvije znacajne reformulacije (popravka) — prostor i vrijeme
viSe nije smatran apsolutnim (specijalna teorija relativnosti) te razbijanje iluzije o apsolutnoj
objektivnosti prilikom procesa mjerenja (kvantna mehanika). Konac¢no, pokazalo se da jos
jedna pretpostavka klasi¢ne mehanike takoder nije to¢na — ona o beskona¢noj ra¢unalnoj i
opservacijskoj preciznosti. Upravo je jo$ jednom reformulacijom klasi¢ne mehanike, poradi
ruSenja ove trece pretpostavke, rodena jedna posve nova teorija — teorija deterministickog kaosa.
Teorija deterministickog kaosa, po svome se znacaju, moZe smatrati vaznom za razumijevanje
onih fizi¢ckih procesa Cije je ponasanje bilo shvaceno kao potpuno nasumiéno. [11], [12]

!Dakle, da bi neki sustav posjedovao svojstvo deterministickog kaosa on mora najprije biti nelinearan.



2.2

A SIZE

universe
atom ~7 7. T 7 2 7 7
0 Vil 7 i i i P
0
quantum
mechanics

Slika 2.1: Prikaz podrucja za koje vrijedi teorija relativnosti te kvantna mehanika. Za razliku
od ove dvije teorije, teoriju o nelinearnim sustavima moZemo primijeniti na ¢itavom podrudju
prikazanom na grafu. [11]

Slom determinizma

U prethodnom dijelu teksta, ¢esto smo spominjali sintagmu deterministicki sustav stoga
objasnimo sada pobliZe $to ona znaci. U slici svijeta koju nudi klasi¢na mehanika, ili kako
se jo$ zna re¢i Newtonova mehanika, svi dinamicki sustavi ponasaju se deterministicki —
vremenska je evolucija sustava u potpunosti odredena, s proizvoljnim stupnjem tocnosti,
rjeSavajudi pripadne jednadZbe gibanja te poznavajuci poloZaj i brzinu svih elemanata sustava
u nekom fiksnom vremenskom trenutku (pocetne uvjete). U tom su smislu trajektorije takvih
objekata u potpunosti odredene 2.

Ovakav je pogled na zbivanja u prirodi mozda najbolje izrazio Laplace, kada je rekao otprilike
sljedece; mi bismo trebali smatrati sadasnje stanje svemira kao posljedicu svih prethodnih stanja
svemira i kao uzrok njegovog buduéeg stanja.

Ono §to je kasnije shvaceno jest to da naSe poznavanje sadasnjeg stanja svemira nije potpuno,
nego tek aproksimativno. U tom se smislu kao kontrapunkt ovoj Laplaceovoj tezi moze uzeti
tizicar Henri Poincare, koji je, izmedu ostalog, razmatrao jedan problem u klasi¢noj mehanici
koji se naziva Problem tri tijela iz nebeske mehanike gdje je ustanovio da ¢ak i sustavi koji su
u potpunosti vodeni deterministickim zakonima mogu proizvesti opazanja koju su posve
nasumi¢na. Nakon tih zapaZanja Poincare je rekao otprilike; Cak i u situaciji kada su nam
prirodni zakoni potpuno poznati, mozemo pocetno stanje sustava znati tek priblizno, aproksimativno,
te se moze dogoditi da i neznatno male promijene u pocetnim uvjetima mogu uzrokovati znatne
promijene u kranjem rezultatu.

2Za razliku od npr. kvantne mehanike gdje, zbog Heisenbergovih relacija neodredenosti, ne mozemo uopée
govoriti o pojmu trajektorije estice.
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Takoder valja napomenuti da ovo naizgled nasumi¢no ponasanje sustava ne mozemo pripisati
utjecaju nepoznatih faktora bududi da je takav utjecaj posve eliminiran. Takoder, ovakvo se
ponasanje sustava ne moZe pripisati niti ¢injenici da postoje sustavi sa beskona¢no mnogo
stupnjeva slobode (kao npr. Brownovo gibanje ¢estice okruzene molekulama medija), bududi
da je ovakvo kaoti¢no gibanje moguce i za sustave sa samo dva stupnja slobode. [5]

Slika 2.2: Pierre-Simon Laplace [29] Slika 2.3: Henri Poincaré [28]

Sve nas ovo vodi na jasan zakljuc¢ak da uvijek mora postojati odredena koli¢ina neznanja o
samom sustavu, koju je nemoguce izbje¢i. Time je u potpunosti razbijena gore spomenuta
laplasijanska iluzija o potpunoj deterministickoj predvidljivosti.

Nelinearni sustavi

Za neki ¢emo sustav reci da je nelinearan ako izlazni parametri sustava nisu razmjerni
ulaznim parametrima sustava, tj. ono §to iz sustava izlazi nije razmjerno onom Sto u sustav
ulazi. Npr. dielektri¢ni kristal postaje nelinearan ako intenzitet svjetlosti koja izlazi iz
kristala viSe nije razmjeran intenzitetu svjetlosti koja upada na kristal. Ili, jos plasti¢nije,
sustav ocjenjivanja kojeg koriste neki profesori npr. fizike, postaje nelinearan ako ocjene koje
dobivaju studenti/ucenici ne rastu linearno s vremenom koje su studenti/ucenici ulozili
u pripremu ispita (Sto je gotovo uvijek slucaj). Opcenito gledano, gotovo su svi sustavi,
razmatrani bilo u prirodnim ili drustvenim znanostima, nelinearni, ali uz uvjet DA JE BROJ
ULAZNIH PARAMETARA SUSTAVA DOVOLJNO VELIK. [5], [11]

Kao ogledni primjer dobro poznatog nelinearnog sustava u literaturi se ¢esto navodi primjer
elasti¢ne opruge. U slucaju kada pomak iz polozaja ravnoteZe (elongacija) postane dovoljno
velik, Hookeov zakon viSe ne vrijedi te elasti¢na Zica postaje nelinearni oscilator. Sli¢no
vrijedi i za matematicko njihalo (koje ¢e biti detaljno obradeno u poglavlju 5.).
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Slika 2.4: Uz definicije nelinearnog sustava. Isprekidana linija predstavlja linearni sustav,
kod kojeg su izlazni parametri razmjerni ulaznim parametrima sustava. Podebljana linija
predstavlja nelinearni sustav, kod kojeg to nije slucaj. [11]

Ako bismo pak poZeljeli iskazati definiciju nelinearnih sustava koja je ipak ponesto formalnija,
onda se moZe uociti da svi nelinearni sustavi ostavljaju jednak matematicki otisak. Naime,
za sve nelinearne sustave vrijedi to da se na njih ne moZe primijeniti princip superpozicije,
koji kaZe da je linearna kombinacija dva rjeSenja jednadZbe gibanja sustava takoder rjeSenje
jednadzbe gibanja sustava. Postoje dva sluacaja za koja princip superpozicije jednadzbe
gibanja viSe ne vrijedi;

(1) Sama jednadzba gibanja jest nelinearna. Npr. jednadZba gibanja jednostavnog matematic-
kog njihala (bez priguSenja i vanjske sile)

" s\ . .
g2 (Z) sinf =0 (2.1)

gdje je nelinearni ¢lan oblika sinf. Ono $to se moZe pokazati da ako su 6, (t) i 6,(f) rjeSenja
jednadzbe (2.1), njihova linearna kombinacija 6 (t) + 6, (t) nece biti rjeSenje. To proizlazi iz
jednostavne trigonometrijske ¢injeice sin (01) + sin (6,) # sin (6, + 65);

(2) Druga je pak moguc¢nost da je sama jednazba gibanja linearna, no da je granica izmedu
elemenata sustava ili nepoznata ili nestacionarna (dinami¢na). Npr. mjeSanje dva viskozna

fluida koji su odvojeni propusnom plo¢om ¢&iji je oblik i na¢in kretanja nepoznat. [9]

Nekoliko vaznih svojstava

Nelinearnost nekog dinamickog sustava ¢ini taj sustav visoko netrivijalnim te je stoga analiza
takvih sustava razmjerno kompleksna. Medutim, takvi sustavi posjeduju nekoliko opéenitih
svojstava koje valja spomenuti;

¢ Svaki nelinearni sustav podvrgnut bilo kakvoj vrsti male promijene parametara koji
utjeCu na sustav, npr. neznatna promjena u pocetnim uvjetima, ponasa se znatno



drukéije u nekom kasnijem vremenskom trenutku. Ovo svojstvo ¢ini ponasanje sustava
kompleksnim (netrivijalnim).

¢ Ako su diferencijalne jednadZbe koje u potupnosti opisuju nelinearni dinamicki sustav
poznate, tada ¢injenica da ne vrijedi princip superpozicije ¢ini Fourierovu transforma-
ciju neupotrebljivom, a ne postoji slicna simetri¢cna metoda za rjeSavanje nelinearnih
diferencijalnih jednadZzbi.

¢ Takoder, za mnoge nelinearne sustave (npr. sustav ljudske ekonomije) diferencijalne
jednadzbe koje u potpunosti opisuju sustav nisu jo$ niti poznate.

Zbog svega gore navedenog, dolazimo do zaklju¢ka da jedino $to nam preostaje za analizu
nelinearnih jednadZzbi jeste upotreba racunala. U tom je smislu opseznija analiza takvih
sustava pa prema tome i teorija deterministickog kaosa novijeg datuma - bududi da je njezin
razvoj nemoguc bez uptrebe racunalne tehnologije. Jo$ jedno vazno svojstvo koje posjeduju
racunala jeste to da prilikom rjeSavanja diferencijalnih jednadZbi ne razlikuju linearne od
nelinearnih, stoga je moguca razmjerno jednostavna vizualizacija komplesnih problema. Vise
o upotrebi racunala u analizi ovakvih sustava nalazi se u poglavljima 4. i 5. [12], [13], [14]



3 Uvod u teoriju deterministickog kaosa

S obzirom na naSe svojstvo da predvidimo ponasanje nekog dinamickog sustava, u fizici
razlikujemo dvije vrste sustava: DETERMINISTICKE i STOHASTICKE. Deterministi¢ki su svi
sustavi Cije je trenutno stanje (u nacelu) u potpunosti odredeno poznavanjem pocetnih uvjeta.
Kod stohastickih sustava, pocetni uvjeti odreduju trenutno stanje sustava samo djelomic¢no,
zbog vanjskih utjecaja koji su izvan nase kontrole.

Kao sto je ranije spomenuto, deterministicki ¢e kaos ovdje imati znacenje neregularnog ili
kaoti¢nog ponasanja sustava koje je dobiveno rjeSavanjem nelinearnih jednadzbi gibanja ¢ija
je vremenska evolucija u potpunosti odredena poznavajudi stanje sustava u nekom fiksnom
vremenskom trenutku. Zbog argumenata navedenih u prethodnom poglavlju, jasno je da je
razvoj teorije deterministickog kaosa usko vezan uz razvoj racunalne tehnologije. Bududi da
je u posljednje vrijeme, razvoj racunalne tehnologije dozivio znacajan napredak, to je i teorija
deterministickog kaosa doZivjela svoju potpuno afirmaciju. Ono $to je potvrdeno jest da je
svojstvo deterministickog kaosa posjeduju mnoge prirodne pojave kao i da se takva teorija
moZe primijeniti i na neke pojave iz drustvenih znanosti. [4], [8]

Tablica 3.1: Neki nelinearni sustavi sa svojstvom deterministickog kaosa. [4]

Tjerano njihalo

Laseri

Nelinearni opticki sustavi

Kemijske reakcije

Problem tri tijela iz klasi¢cne mehanike
Nelinearni ubrzivaci Cestica

Bioloski modeli za dinamiku populacije
Stimulirane stanice srca

Ono sto valja primijetiti jest to da vrijedi sljedeca teza;

NELINEARNOST JE NUZAN, ALI NE I DOVOLJAN UVJET DA BI NEKI SUSTAV POSJEDOVAO
SVOJSTVO DETERMINISTICKOG KAOSA

Dakako, neka od vaznih pitanja na koja bismo htjeli odgovoriti jesu;



1. Mozemo li previdjeti, poznavajudi pripadne diferencijalne jednadZbe, hoce li neki sustav
posjedovati svojstvo deterministickog kaosa?

2. Moze li se takvo kaoti¢no ponasanje opisati kvantitavno (matematicki)?

3. Hoce li razumijevanje mehanizma deterministickog kaosa imati utjecaj i na ostale
znanosti?

4. Nosi li kaoti¢ni signal takoder neke nove informacije o sustavu ili postojanje determi-
nistickog kaosa naprosto znaci kraj dugoro¢nog predvidanja ponasanja sustava?

Deterministicki kaos mozemo promatrati u dvije vrste sustava: konzervativnim i disipativhim
sustavima. Takoder, u literaturi su do sada poznata najmanje tri nacina na koja neki nelinearni
sustav moze preci u kaoti¢ni rezim varijacijom vanjskog kontrolnog parametra. Neke od
njih pokazat ¢emo na primjerima u poglavljima 4 i 5. Proucavanje deterministickog kaosa
na primjeru konzervativnih sustava moze voditi na neka zanimljiva pitanja. Primjerice, je li
suncev sustav stablian? Kako izbjeéi iregularno gibanje u ubrziva¢ima ¢estica? itd. [4]

Ono $to je zanimljivo, a $to je u posljednje vrijeme pokazano proucavanjem teorije determi-
nistickog kaosa, jest to da je deterministicki kaos moguce kontrolirati. Na primjer, nestabilne
periodi¢ne putanje, koje moZemo pronaci u gotovo svim nelinearnim kaoti¢nim sustavima,
mogu postati stabilne uz male promjene vremenski ovisnog kontrolnog parametra. U tom
smislu ponasanje sustava moZe prijeci iz kaoti¢nog u regularno. Ovakva kontrola kaoti¢-
nog ponasanja nekog sustava mogla bi se pokazati iznimno korisnom, napose u tehni¢kim
znanostima te analizi prostorno vezanih kaoti¢nih sustava. [4]

Sama geometrija kaoti¢nih sustava takoder je zanimljiva. Naime, kao $to ¢emo kasnije vidjeti,
kaoti¢ni sustavi posjeduju odredene tocke ili dijelove prostra koje nazivamo ATRAKTORI, a
jedna posebna vrsta aktraktora zove se CUDNI ATRAKTOR. Struktura ovih ¢udnih atraktora
posjeduje odredena svojstva — ona ja samosli¢na. To znaci da takvi atraktori imaju jednaku
strukturu neovisno o skali na kojoj ih promatramo. Konkretno, ako izostrimo sliku ¢udnog
atraktora, vidjet ¢emo istu strukturu kao i na makro skali. Objekti koji posjeduju ovo svojstvo
nazivaju se FRAKTALL

Ono $to éemo vidjeti na primjeru logisticke jednadZbe (poglavlje 4) jest da bifurkacijski
dijagram za logisticku jednadZbu posjeduje fraktalnu strukturu. Jedan zanimljiv primjer
iz svakodnevnog zZivota koji posjeduje veliki stupanj samosli¢nosti jest biljka pod nazivom
Cvijetaca (karfiol). Cija je struktura upravo nalik fraktalnoj. [6]

Slika 3.1: Svojstvo samosli¢nosti na primjeru Cvjetace. Mali dijelovi izgledaju sli¢no ¢itavoj
glavi Cvjetace. [6]



3.1
3.1.1

Formalizam i klasifikacija

Cudhni atraktori

Izraz koji se ¢esto nalazi u literaturi vezanoj uz nelinearne kaoti¢ne sustave jest cudni' atraktor.
Naime, ono $to se moZe uociti da se trajektorije nekih kaoti¢nih sustava asimpotamstski
priblizavaju odredenim podru¢jima (npr. u faznom prostoru). Ovakav se atraktor moze
dobiti za npr. disipativne sustave opisane skupom autonomnih diferencijalnih jednadzbi
gibanja oblika
X= f(a_c’), X=(x1,X0,...,X4)

Za ovakve se sustave pokazuje da se trajektorija pribliZava odredenom podrudju i to na nacin
da kruZi oko tog podrugja, a promjer kruzne putanje postaje sve manji. Ovakav se atraktor

naziva CUDAN ATRAKTOR i on se pojavljuje u analizi niza nelinearnih sustava. Svaki ¢udni
atraktor posjeduje sljedeca svojstva

* Radi se 0 omedenom podrudju u prostoru kojem sve trajektorije iz bazena atraktora
konvergiraju za dovoljno duge vremenske intervale;

¢ Trajektorija sustava prolazi kroz svaku tocku atraktora;

* Svojstvo koje ¢ini atraktor cudnim jest ekstremna osjetljivost na pocetne uvjete — tocke
koje su u pocetku proizvljno bliske jedna drugoj postaju eksponencijalno daleke za
dovoljno duge vremenske intervale;

Iako se ¢udni atraktori pojavljuju dosta Cesto, jos uvijek ne postoji formalna definicija cudnog
atraktora, ali ih se moZe analizirati vizualizacijom. Najc¢eS¢e se pojavljuju u sustavima koji
opisuju tok fluida koji se na jednom mjestu 8iri, a na drugom skuplja (npr. struja zraka u
atmosferi).[8]

Konkretan primjer cudnog atraktora nalazi se u poglavlju 5 (Lorenzov atraktor).
Probabilisticki pristup

Jedan od mogucih pristupa teoriji deterministickog kaosa jest onaj sa stanovista teorije
vjerojatnosti?. Konkretno, ako razmatramo logisti¢ku jednadZbu (detaljnije u poglavlju 4)

oblika
x(t+1) = fr(x(t))
onda moZemo postaviti dva temeljna pitanja koja proizlaze iz teorije vjerojatnosti.

(1) Kolika je vjerojatnost nalaZenja trajektorije x(¢) unutar intervala [x,x + dx|. Funkcija
gustoce vjerojatnosti je oblika

T
Z(S(x —x(1)) 3.1)

gdje valja primjetiti da funkcija gustoce vjerojatnosti posjeduje eksplicitnu ovisnot o po¢etnom
uvjetu x(0).

lengl. strange
2Sli¢no kao u kvantnoj mehanici, gdje se takav pristup pokazao kao jedini mogué.
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3.2

(2) Promatramo ansambl trajektorija s pocetnim uvjetima, koji su nasumicno raspodjeljeni,
gdje je vjerojatnost pg(x)dx da xo poprimi vrijednost iz intervala [x,x + dx| takoder pro-
izvoljna. Tada treba odrediti vremensku evoluciju funkcije gustoce vjerojatnosti p¢(x), tj.
treba odrediti redom

po(x),p1(x),02(x),...,0¢(x), ...

Dakako, treba provjeriti grani¢ni slu¢aj t — oo te, ako granica za t — co postoji, odrediti
koliko ¢e brzo grani¢na raspodjela p(x) biti dostignuta. [8]

Ljapunoviljevi eksponenti

Kako bi smo u uvodnom dijelu izlaganja o teoriji deterministickog kaosa rekli kako je neline-
arnost sustava nuzan, ali ne i dovoljan uvjet za kaos, to bi sada Zeljeli odgovoriti na pitanje:
Kako ¢emo znati je li neki promatrani sustav kaoti¢an? I, ako je, u kojoj mjeri? Ako sve tocke
u okolini trajektorije sustava konvergiraju ka istoj tocki tada je atraktor ili tockast ili kruZznoga
oblika. No, ako se pak radi o ¢udnom atraktoru, tada bilo koje dvije trajektorije x(t) = f*(xo)
te x(t) + dx(t) = f'(xo + 6xp), koje su u pocetku bliske jedna drugoj, u daljnjem se tijeku
vremena eksponencijalno udaljavaju jedna od druge te u kona¢nom vremenskom intervalu
njihova razlika postaje makroskopski vidljiva.

Ono $to vrijedi jest da ovo razilaZenje trajektorije s viemenom postaje eksponencijalno te se
ono izrazava na nacin

eeM M) =| fN(x0 + €) = fN(x0) | (3.2)

gdje A oznacava brzinu kojom se trajektorije medusobno udaljavaju, i taj se ¢lan naziva vodeci
Ljapunovljev eksponent®.

Dakle, Ljapunovljev eksponent na neki nacin mjeri kako se brzo dvije trajektorije medusobno
udaljavaju, tj. on nam govori kada ¢e trajektorije postati kvalitativno razli¢ite. U granici
kada vrijeme postaje beskona¢no dugo, Ljapunovljev eksponent je GLOBALNA MJERA BRZINE
KOJOM SE TRAJEKTORIJE RAZILAZE ILI KVANTITATIVNA MJERA KAOSA.

U granici kada e — 0 te N — 0 dolazimo do formalnog izraza za A(x() na nacin

eloagl = B Birne oz fN(xo0 +€) = fN(x0)

N—ooe—0 €

(3.3)

izraz sa desne strane gornje jednakosti prepoznaje se kao derivacija funkcije fN(x) po
varijabli xo pa imamo

1 dfN(x
A(xp) :Z\lllir;o Nlog%oo) (34)

3Aleksandr Ljapunov, ruski matematicar i fizi¢ar (1857. - 1918.). Obradivao probleme iz diferencijalnih
jednadzbi, hidrostatike i hidrodinamike, matematicke fizike i teorije vjerojatnosti.
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3.2.1

Iz ¢ega zaklju¢ujemo da izraz e*(*0) predstavlja prosje¢nu vrijednost faktora za kojeg se dvije
trajektorije udalje nakon jedne iteracije. Ljapunovljev eksponent se jos moZze shvatiti i kao
MJERA PROSJECNOG GUBITKA INFORMACIJA NAKON JEDNE ITERACIJE. [7]

Procjena vodeceg eksponenta

Ono sto treba napraviti jest uzeti malu varijaciju dx te pratiti razliku izmedu bliskih trajekto-
rija sve dok || 6x(t1) || ne postne znatno velik te zabiljeZiti vrijednost 1Ay = In(|| éx(t1) || / ||
dxp ||). Nakon toga treba postaviti varijaciju dx(#; ) na vrijednost koja se razlikuje za faktor
dxo/6x(t1). Nakon toga, ovaj postupak ponavljamo te je vodeéi Ljapunovljev eksponent tada

dan kao
1
A= lim —Ztl‘/\i, tzzti
i i

t—oo t

Nakon toga se uzima srednja vrijednost za Ljapunovljev eksponent. Ono $to vrijedi jest

*A>0 Sustav je u kaoti¢nom reZimu; ¢udni atraktor
* A<0 Sustav je u regularnom rezimu (periodi¢nost)

Dakle, pomoc¢u vodeceg Ljapunovljevog eksponenta moZemo utvrditi je li sustav u kaoticnom
rezimu li ne te prirodu atraktora sustava. [7]

12



Dio 11

Rezultati i rasprava
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4.1

il Deterministicki kaos u diskretnim kla-
si¢nim sustavima

Logisticka jednadzba

Logisti¢ku je jednadzbu prvi put formulirao belgijski matemati¢ar Verhulst! i ona opisuje
kako se iz godine u godine mijenja populacija odredene bioloske vrste na nekom mjestu
(npr. populacija skakavaca na nekom otoku). Logisticka jednadZba jedan je vrlo jednostavan
primjer dinamickog sustava koji moZe postati kaoti¢nim. [1], [8], [16]

Xpi1 =1xn (1 — xp) 4.1)

za x € [0,1] iz tega slijedi r € [0,4].

U jednadzbi (4.1) pojavljuju se sljedece veli¢ine: veli¢ina x, koja je razmjerna broju npr.
skakavaca u n-toj godini, a x,,4; broju skakavaca u godini n 4 1. Konkretno, x,, ima znacenje
broja skakavaca u n-toj godini u odnosu na maksimalan broj skakavaca N koji bi mogli
preZivjeti na toj lokaciji. Npr. vrijednost x, = 1 zna¢i najve¢u mogucu odrZivu populaciju, a
primjerice x,, = 0.2 znaci da je broj skakavaca jednak 20% od maksimalne moguce populacije.
Veli¢ina x,, opisuje dakle stanje dinamickog sustava u n-toj godini.

Veli¢ina r je konstantna veli¢ina i ona se naziva KONTROLNI PARAMETAR za jednadZbu (4.1).
Znacenje veli¢ine 7 jest da ona odraZava brzinu razmnoZavanja skakavaca i raspolozive
Zivotne uvjete. Njezina je vrijednost, kao sto gore pise, izmedu 01 4. [1]

Napisimo jednadZbu (4.1) u malo drukéijem obliku
i = Fiy — rx% 4.2)

Prvi ¢lan desne strane jednadZbe (4.2) ima znacenje linearnog porasta populacije neke vrste
zbog razmnoZavanja. Drugi ¢lan ogranicuje rast populacije zbog losih Zivotnih uvjeta (nedos-
tatak hrane, itd.) i Zivotnog prostora. Dakle, prvi ¢lan opisuje kako se populacija povecava,
a drugi kako se smanjuje. Sto je populacije neke vrste veca, tj. $to je x, bliZi maksimalnoj
vrijednosti 1, to je drugi ¢lan bliZi prvom i utje¢e na sve veée smanjenje populacije. [8]

2,

Primijetimo jo$ i da je jednadZba (4.2) nelinearna zbog ¢lana x;,.

!Pierre Frangois Verhulst, 1804. - 1849., belgijski matematicar.
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4.1.1

Periodicki atraktori

JednadZbu (4.2) rjeSavat éemo koristeéi se Pythonom. Buduéi da imamo jednadzbu za dis-
kretne vremenske serije, to nam nece trebati alati za rjeSavanje kontiniuiranih diferencijalnih
jednadZzbi. Nakon $to smo uvezli pripadne biblioteke, treba najprije postaviti vrijednost
konstantnih ¢lanova te kontrolnog parametra. Postavimo pocetnu vrijednost xy na xy = 0.9,
tj. neka je u pocetku populacija neke vrste bila na 90% od maksimalne mogucée. Postavimo
takoder i vrijednost kontrolnog parametra na r = 2.5. Nakon toga rje§Simo jednadzbu (4.2) za
80 vremenskih trenutaka. [8]

RACUNALNI KOD ZA GENERIRANJE VRIJEDNOSTI Xy,

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import pylab
import numpy
= 2.8
= §.9
=[]
def f£i(x,r):
return r*x-r*x*x
for i in range(1,31):
= f(x,r)
ys.append([i,x])
priomtli, "{:10.7F}".formati{x))

RACUNALNI KOD ZA CRTANJE OVISNOSTI x,, O 1t

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import pylab

import numpy

= 2.5

=0.9
ys = []
def f(x,r):

return r*x-r*x*x

for i in range(0,81):
= f(x,r)

ys.append([i,x])
ys=np.array(ys)
plt.scatter(ys[:,0], ys[:,1])
pylab.plot(ys[:,0], ys[:,1]1, ’m-.?)
#plt.x1im(0.0)
plt.ylim(0.0)
plt.xlabel("$n$", size = 18)
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plt.ylabel("$x_{n}$", size = 18)
pylab.show()

Tablica 4.1: Neke vrijednosti za x,, r = 2.5

n

Xn

O OO W~ O

Iz tablice 4.1, a i sa slike 4.1, vidimo da kada se vrijednost iteranda n povecéava tada vrijednost
x, konvergira jednoj odredenoj vrijednosti. Ta vrijednost koja je dobivena ra¢unalom, iznosi*:

0.6000000.

09
0.2250000
0.4359375
0.6147400
0.5920868
0.6038000
0.5980639
0.6009587
0.5995184
0.6002402
0.5998797
0.6000601
0.5999699
0.6000150
0.5999925
0.6000038

0.6000000
0.6000000
0.6000000

[ Granic¢na vrijednost kojoj konvergiraju svi iterandi, naziva se ATRAKTOR.

Bududi da se svi iterandi priblizavaju jednoj vrijednosti, takav se atraktor jo$ zna nazvati

ATRAKTOR PERIODA 1.

2Vrijednost je zaokruZena na sedam decimala.
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Slika 4.1: Ovisnost x,, 0 n za vrijednosti xy = 0.9 te r = 2.5.

Postavimo sada vrijednost kontrolnog parametra na neku drugu, ve¢i vrijednost. Dakle, neka
sada bude r = 3.2. Ponovimo postupak tako Sto ¢emo opet rijesiti logisticku jednadzbu i

diskutirati rezultate.

Iz tablice 4.2 zaklju¢ujemo da nakon prvih nekoliko iteracija vrijednost x, ne slijedi nikakvu
ocitu na pravilnosst. Medutim, kako broj iteranda raste, kod vrijednosti n = 20, dolazi do
odredene pravilnosti. Vidimo da vrijednost x;, oscilira izmedu dvije vrijednosti. Iterandi
X27, X29, X31, itd. konvergiraju vrijednosti 0.7994555. Iterandi x»g, x30, x32, itd. konvergiraju
vrijednosti 0.5130445.

Dakle, zaklju¢ujemo da za vrijednost kontrolnog parametra r = 3.2, za logisti¢cku jednadZzbu
opcenito vrijedi

Xn = Xpt2 = Xptq = ..

Do istog zaklju¢ka mozemo do¢i ako ovisnost x, vizualiziramo pomocu grafa (slika 4.2) gdje
vidimo da nakon kraceg intervala vremena, vrijednost x,, skace izmedu dvije vrijednosti, jedne
nesto manje od 0.8, a druge neznatno vece od 0.5, sto je u skladu s rezultatima prikazanim u

tablici 4.2. [1]
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Tablica 4.2: Neke vrijednosti za x,, r = 3.2
n H

0 09

1 0.2880000
2 0.6561792
3 0.7219458
4 0.6423682

27 0.7994555
28 0.5130445
29 0.7994555
30 0.5130445
31 0.7994555
32 0.5130445

0.8 - ¢ ‘:rq!rq,r T r 9701'01'01"1"1'01"1'?.

074 Rij ?\h!hﬂ '|.'|,'l,",r‘l:|' ﬁ || N n"lu'
|

1
THIHT
*] Ulf iiiij "l"i‘n "1, it u'I|,"‘n"||"u"||"n"||”In ln
| 1 Lk

Z:: 5 1iiiaisl&l hi | iiiiiiiiikikiiiil

0.1 +

0.0 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80

n

Slika 4.2: Ovisnost x,, 0 1 za vrijednosti xo = 0.9 te r = 3.2.
Pogledajmo sada sto ¢e se dogoditi ako vrijednost kontrolnog parametara pove¢amo na jo$

vecu vrijednost. Dakle, postavimo sada vrijednost r na r = 3.5 i ponovimo sada ve¢ uhodani
postupak.
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Nakon 45. iteranda pocinjemo uocavati pravilnost;

Iterandi dakle konvergiraju prema 4 razlicite vrijednosti te se takav obrazac ponasanja ciklicki
ponavlja. Dakle, to razmisljanje moZemo poopd¢iti te zakljuciti da za vrijednost kontrolnog

Tablica 4.3: Neke vrijednosti za x,,, r = 3.5.

n s
0 0,9
46 0.8749973
47  0.3828197
48 0.8269407
49 0.5008842
50 0.8749973
51 0.3828197
52 0.8269407
53 0.5008842
54 0.8749973

parametra r = 3.5, za logisticku jednadZbu opéenito vrijedi

Xn = Xp4q4 = Xn48 = -

Bududi da vrijednosti iteranda konvergiraju ka 4 razlic¢ite vrijednosti, takav ¢emo atraktor

zvati ATRAKTOR PERIODA 4.

°_® L IR IK IR 4 v 9 #
0.8 TITIEET! TTI’I.! M ' l ] riTﬁT
?sﬁEJﬂﬂ!ﬁruiﬂ!l!rlﬁlngnl F | !llﬂhi
A A L R R il i I|I|I|l 'l n |||,n1|||
W”!‘-ﬁ!'\'“!“i!iiuﬂ"'l“'l"lnl'fll‘ln it 'nl TTHITH]
064 | 1¥Pdﬂu”hynﬂnguqcugngughhp hgp!|¢huhu”|
< ; #igigi?ifiiahohog i hi;iﬂlll'lﬂlﬂlu'
> i i ; 11
044 | ‘lll 116001 l Lil
b
0.2
0.0 T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80
n
Slika 4.3: Ovisnost x;, 0 1 za vrijednosti xg = 0.9 te r = 3.5.
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4.1.2 Kaofticni atraktor

Gornji bi postupak mogli nastaviti dalje poveéavajuci vrijednost kontrolnog parametra r
za proizvoljno mali iznos. Ono $to bi uocili da se period atraktora poveéava. Dakle, dobili
bismo atraktor perioda 8, atraktor perioda 16, itd. No, svi atraktori koje bi dobili i dalje bi bili
PERIODICNI.

Medutim, ono $to je poznato jest da postoji neka grani¢na vrijednost za kontrolni parametar r
za koji atraktor viSe nije periodi¢an, nego postaje KAOTICAN. Dakle, za takav kaoti¢an atrak-
tor, vrijednost iteranada ne slijedi nikakvu pravilnost, tj. vrijednost iteranada ne konvergira
ni jednoj vrijednosti, ma koliko velika vremenska serija bila.

U literaturi je poznato da ta kriti¢na vrijednost za kontrolni parametar iznosi [18]

=3.79

tj. to je ona vrijednost r za koju atraktor postaje kaoti¢an. Postavimo sada vrijednost kontrol-
nog parametra upravo na tu vrijednost i pogledajmo graficki prikaz x, u ovisnosti o n. Dakle,

! ! t.e ¢
AR R R ER P I A
0.8 I!! i‘i?rl 1HT i VE§j .T'i i i ti'ii jiﬁ ohii i
il "i 'i I |'|, AT TR i i li a1 5 i R
i i f humuu.”,,n,“ll ! i
os ] fllgibiiI gl il ATl
AT RNV HE l|||lu U TR ST
s | Gy et Piiidg el i
> I |'| Sibidéll ”'” i " H] hl" II i1
0oa- 1 ilj lll I fzpel -!! g e L L
Jifeeas) el ify e 1T
5 i A L I T R Y N
! { 1 1] ¢ 1
0.2 - 4 & +
0.0 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80

Slika 4.4: Ovisnost x,, 0 1 za vrijednosti xo = 0.9 te kriti¢nu vrijednost r = r. = 3.79.

kako $to vidimo sa slike 4.4, za vrijednost kontrolnog parametra r koja je jednaka kriti¢noj
vrijednosti ¥ = r. = 3.79, viSe nema nikakve periodicke pravilnosti vezane uz vrijednost itera-
nada x,. KaZemo da se dinamicki sustav koji opisuje populacijsku dinamiku neke vrste sada
nalazi u KAOTICNOM REZIMU. U ovom je reZimu nemoguce dugoro¢no previdjeti kako ce se
kretati populacija neke vrste zbog jednog svojstva koje se zove EKSTREMNA OSJETLJIVOST NA
POCETNE UVJETE. PokaZimo na istom primjeru $to to konkretno znaci. [18]
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4.2

Osjetljivost na pocetne uvjete

Kao sto je receno ranije, dinamicki sustavi koji se nalaze u kaoti¢cnom nacinu rada posjeduju
jednu svojstvo koje se zove ekstremna osjetljivost na pocetne uvjete. Konkretno, to zna¢ni da
neznatno mala promjena pocetnih uvjeta moZze dovesti do drasti¢nog drukcijeg rezultata. To
¢emo pokazati na sljedeci na¢in; [§]

¢ Uzet ¢emo logisticku jednadZbu (4.2) sa vrijednosti kontrolnog parametra » = 3.79.
Dakle, osigurat ¢emo to da se sustav nalazi u kaoti¢cnom rezimu;

* Nakon toga ¢emo rijesiti jednadzbu za vrijednost pocetnog uvjeta xy = 0.9 te vrijednost
jako blisku toj, npr. za xo = 0.9000001;

¢ Tako mala razlika izmedu pocetnih uvjeta izabrana je upravo tako da bude u okviru
male pogreske pri mjerenju pocetnog stanja sustava, sto je za ocekivati u bilo kakvoj
realnoj situaciji;

* Nakon toga ¢emo usporediti vrijednost iteranada i vidjeti postoji li kakva razlika;

® Za deterministi¢ki sustav intuivitno bi bilo pretpostaviti da znacajne razlike nece biti,
no za deterministicki sustav koji se nalazi u kaoti¢énom nacinu rada, ova pretpostavka,
kao Sto ¢emo vidjeti, viSe ne vrijedi.

Radi jednostavnosti, vrijednosti iteranada za xo = 0.9 nazivmo x4, x, ..., a vrijednosti iteranada
za xo = 0.9000001 nazovimo x/,x5,....

RACUNALNI KOD ZA GENERIRANIJE DVIJU BLISKIH VREMENSKIH SERIJA ZA LOGISTICKU
JEDNADZBU KADA SU POCETNI UVJETI JAKO BLISKI

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import pylab
import numpy
¥ = 8.{9
x = 0.9000000
ys = []
ys2 = []
def f(x,r):
return r*x-r*x*x
for i in range(1,61):
x = f(x,r)
ys.append([i,x])
print(i, "{:10.7f}".format(x))
ys=np.array(ys)

print.(’\n?)
r2 =3.79
x2 = 0.9000001

def f2(x2,r2):
return r2*xx2-r2*xx2%*x2

for i in range(1,61):
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x2 = f2(x2,r2)

ys2.append ([i,x2])

print(i; "{:10.7£}".format(x2))
ys2=np.array(ys2)

Tablica 4.4: Usporedba dvije vremenske serije jednadzbe (4.2) za vrlo bliske pocetne uvjete za

vrijednost kontrolnog parametra r = r. = 3.79.
/

Xn b oM
0.9000000 0.9000001
0.3411000 0.3410997
0.8518055 0.8518051
0.4784227 0.4784236

x40 = 0.8327076  x, = 0.2748577
xq1 = 0.5279685 x}, = 0.7553884
x4 = 0.9445353  x},, = 0.7003039
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Slika 4.5: Usporedba dvije vremenske serije x;, i x}, iz tablice 4.4.

Ono Sto mozZemo vidjeti jest da je za prvih nekoliko vremenskih trenutaka vrijednost iteranada
prili¢no sli¢na (tablica 4.4). No kako vremenska serija postaje veca, tako i razlika | x,, —
x;, | postaje sve veca te ve¢ nakon nekoliko desetaka iteracija postaje usporediva sa samim
iterandima. Dakle, ove dvije serije postaju potpuno razli¢ite i medu njima viSe nema nikakve
sli¢nosti.

Takoder, iz slike 4.5 vidimo da kod vrijednosti vremenskog trenutka n = 30, vremenske serije
xy, 1 x), postaju makroskopski odvojive, tj. moguce ih je razlikovati i medu njima vise nema
nikakve sli¢nosti. [1], [18]
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Iz gornjh razmatranja moZemo izvu¢i nekoliko vaznih opéenitih zakljucaka;

(1.)

Dvije se kaoti¢ne vremenske serije ve¢ nakon malog broja ponavljanja potpuno raz-
likuju, tj. medu njima viSe nema nikakve sli¢nosti. To je posljedica izvanredno male
promjene u pocetnim uvjetima zbog koje su dobivene dvije potpuno razli¢ite viemenske
serije. Takva se osobina kaoti¢nih vremenskih serija naziva EKSTREMNA OSJETLJIVOST
NA POCETNE UVJETE.

(2.)

Svojstvo ekstremne osjetljivosti na pocetne uvjete za posljedicu ima potpuni slom
determinizma. Naime, pocetni se uvjeti u bilo kojem znanstvenom razmatranju ne
mogu nikada znati posve to¢no, nego samo aproksimativno s nekom odredenom
KONACNOM PRECIZNOSCU.

(3.)

Konkretne su izra¢unate serije u kaoticnom rezimu uvijek pogreSne. Budu¢i da su
od dviju bliskih vrijednosti pocetnih uvjeta, koje su u granicama pogreSke mjerenja
pocetnog uvjeta, dobivene dvije poptuno razli¢ite vremenske serije, to je nemoguce reci
koja je od tih serija vjerodostojnija.

4.

Ako znamo mjerenu vrijednost pocetnog uvjeta, upotrebom racunala u kaoti¢cnom
reZimu nije mogude izracunati pravu vremensku seriju. Stoga je predvidanje dogadaja
u deterministickom kaosu nemoguce.

(5.

Dakle, kada se neki dinamicki sustav nalazi u kaoti¢cnom stanju, nema vise determi-
nizima: uz pomo¢ poznavanja stanja sustava u proslosti i sadasnjosti nije moguce
pretkazati buduca stanja sustava.
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4.3

Bifurkacijski dijagram

Ono $to smo mogli zakljuciti iz prethodnih razmatranja jest da u razmatranju nelinearnih
dinamickih sustava, bilo u regularnom bilo u kaoti¢cnom nacinu rada, veliku ulogu ima
posebna vrijednost koju smo zvali ATRAKTOR. Stoga se u nelinearnoj dinamici ¢esto zna
crtati poseban dijagram, koji za svaku vrijednost kontrolnog parametra r prikazuje samo
vrijednosti atraktora. Dakle, na osi apscisa nalazi se vrijednost r a na osi ordinata vrijednost
atraktora x,. Takav se dijagram zove BIFURKACIJSKI DIJAGRAM.

Kako bismo nacrtali bifurkacijski dijagram za jednadZbu (4.2), na$ ¢emo racunalni kod morati
malo modificirati. Najprije ¢emo morati pravilno oznaciti koordinatne osi. Najvec¢a izmjena
sastoji se u tome da sada KONTROLNI PARAMETAR r VISE NEMA SAMO JEDNU ODABRANU
VRIJEDNOSTI, NEGO SE NJEGOVA VRIJEDNOST MIJENJA. Konkretno, ona je u intervalu [0,4].

RACUNALNI KOD ZA CRTANJE BIFURKACIJSKOG DIJAGRAMA

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import pylab

import numpy

ys = []
rk = np.linspace(0,4,100)
def f(x,r):

return r*x-r*x*x
for r in rk:
x = 0.9
for i in range(0,81):
x = f(x,r)
for i in range(50):
x = flx,r)
ys.append([r,x])
ys=np.array(ys)
#plt.scatter(ys[:,0], ys[:,1])
pylab.plot(ys[:,0], ys[:,1], ’m.?)
#plt.x1im(0.0)
plt.ylim(0.0)
plt.xlabel("$r$", size = 18)
plt.ylabel("$x_{n}$", size = 18)
pylab.show()

Dobiveni rezultat jest sljedeci;
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Slika 4.6: Bifurkacijski dijagram za jednadzbu (4.2).

Ono $to vidimo na slici 4.6 u skladu je s ranijim razmatranjima. Kod vrijednosti nesto vece
od r = 3.0, atraktor perioda 1 prelazi u atraktor perioda 2, tj. u literaturi se kaze da dolazi
do BIFURKACIJE atraktora perioda 1 u atraktor perioda 2. Nadalje, period se atraktora opet
udvostracava za neku vrijednosti r koja je malo veca od r = 3.4 kada atraktor perioda 2
prelazi u atraktor perioda 4. Nadalje za vrijednost » = 3,545 ponovno dolazi do bifurkacije i
atraktor perioda 4 prelazi u atraktor perioda 8, itd. Ove vrijednosti kontrolnog parametra r
za koje dolazi do bifurkacije nazivaju se kriti¢ne vrijednosti i one se obiljeZavaju s rq,7,73, ....
Ovaj se postupak ponavlja sve do vrijednosti r = 3.569946 i ta se vrijednost oznacava s 7.
Dakle, vrijedi

zar = r« dolazi do prijelaza na kaoti¢ni atraktor.

Bifurkacijski dijagram izrazito je koristan alat buduci da iz njega mozemo iscitati za koju
vrijednost kontrolnog parametra r atraktor postaje kaotican, tj. sustav prelazi u kaotican
rezim. [1], [18]

Prozori regularnosti

U prethodnom smo poglavlju crtali bifurkacijski dijagram za cijeli segment kontrolnog
parametra r te iz toga izveli odredene zakljucke. Medutim, jedna zanimljivost vezana uz
bifurkacijski dijagram moze se uociti ako crtamo bifurkacijski dijagram, ali samo za segment
u kojem je sustav u kaoti¢cnom nacinu rada. Buduéi da je prethodno zaklju¢eno kako je 7«
nesto vedi od 3.5, to éemo nacrtati bifurkacijski dijagram, ali za segment r € [3.5,4].
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Slika 4.7: Bifurkacijski dijagram za jednadzbu (4.2) za segment r € [3.5,4].

Ono $to vidimo jest da ¢ak i unutar kaoti¢nog reZima, postoje manji intervali za koje atraktor
postaje opet periodican (npr. za vrijednost r izmedu 3.8 1 3.9). Ti se intervali nazivaju PROZORI
REGULARNOSTI. Dakle, ¢ak i unutar kaoti¢nog nacina rada moguce je naci odredene segmente
kontrolnog parametra za koje se sustav ponovno vraéa u regularan nacin rada.

Gornja je pojava izrazito korisna, bududi da je pomocu nje moguce eliminirati deteriministicki
kaos u onim pojavama u kojima je on nepoZeljan, a inducirati ga u onim pojavam u kojima
je on poZeljan. Ono Sto trebamo napraviti jest odrediti kontrolni parametar za promatrani
sustav, rijesiti jednadZbu koja ga opisuje te nacrtati bifurkacijski dijagram. Iz bifurkacijskog
dijagrama onda moZemo odrediti postoji li prozor regularnosti i ako postoji za koju vrijednosti
kontrolnog parametra moZemo ué¢i nazad u regularni reZim.

Drugim rije¢ima, ako Zelimo vratiti neki sustav nazad u regularan nacin rada, to ne
znaci nuzno da vrijednost kontrolnog parametra moramo znacajno mijenjati, buducéi
da bi to moglo znad¢iti utrosak velikog broja resursa. Dapace, mozda ¢emo vrijednost
kontrolnog parametra morati promijeniti za izrazito malu vrijednosti (¢ime Stedimo
resurse), koja je blizu prozora regularnosti.

Vrijednost Ljapunovljevog eksponenta je pozitivna, osim unutar prozora regularnosti
gdje je negativna.
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4.5 Racunalna preciznost

Svi gornji racuni koji su provedeni bili su ograniceni s preciznos¢u ra¢unala koje smo koristili.
Naime, kao Sto je poznato racunalo ne ra¢una s apsolutnom preciznoséu, nego zbog zaokru-
Zivanja rezultata postoji odredena konacna preciznost. Konkretno, u gornjim je ra¢unima
koriSten zapis zaokruZen na sedam decimala dok se sve ostale zanemare. To zna¢i da na
primjeru populacijske jednadzbe, racunalo u svakom koraku ve¢ nakon drugog iteranda
vrijednosti ra¢una priblizno. U tom smislu ¢ak i najprecizinija racunala posjeduju odredeni
inherentni stupanj nepreciznosti, tj. svako racunalo, ma koliko jako, uvijek ¢e posjedovati
KONACNU PRECIZNOST.

Dakako, imaju¢i u vidu zaokruZivanje koje koristi rac¢unalo pri izra¢unima, postavlja se
pitanje: hoce li ¢injenica da rac¢unalo rac¢una prilbiZno to¢no imati utjecaj na rezultate racuna?
Odogvor na ovo pitanje je dvojak: i da i ne. Naime, za sve one sustave koje se nalaze u
regularnom reZimu ovo zaokruZivanje rezultata neée imati bitniji utjecaj na daljni racun, tj.
u regularnom su rezimu rezultati dobiveni ra¢unalom vjerodostojni. Medutim, za sustave
koji se nalaze u kaoticnom reZimu male pogreske prilikom zaokruZivanja rezultata imat e
znacajan utjecaj na konacan rezultat. U tom smislu, moZemo reci da postoje dva temeljna
ogranicenja zbog kojih ¢e ponaSanje sustava u kaotichom rezimu uvijek biti nemoguce
dugoro¢no predskazati; [1]

1. Greske mjerenja - pocetno stanje sustava utvrduje se pomoc¢u mjernih instrumenata.
Svako mjerenje u sebi uvijek sadrzi greSku mjerenja i stoga je nemogucde u nacelu znati
pocetno stanje sustava s apsolutnom preciznoscu.

2. Konac¢na rac¢unalna preciznost - preciznost ra¢unala ¢e se s viemenom povecavati no
uvijek ¢e ostati konacna.
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5 Deterministicki kaos u kontinuiranim
klasi¢nim sustavima

5.1 Tjerano njihalo

Kao ogledni primjer, uzet éemo dobro poznati primjer matematickog njihala. Sjetimo se,
matematicko je njihalo mehanicki sustav koji se sastoji od tocke mase m, koja visi na niti
zanemarive mase i duljine L koja je pri¢vrséena na objesiSte. Rastezivost niti je takoder
zanemarena.[4]

Slika 5.1: Jednostavno njihalo [4]

5.1.1 Jednadzba gibanja
Uz gore navedene specifikacije, jednadnazba gibanja za jednostavno slobodno matematicko
njihalo jest!

b+ %sin@ —0 5.1)

Bez aproskimacije za male kuteve.
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gdje je ¢ ubrzanje Zemljinog gravitacijskog polja, L duljina njihala, a tockice iznad ¢lana 6
oznacavaju vremensku derivaciju. Takoder, primijetimo da je jednadZba nelinearna zbog
¢lana sin6.

Jednadzba (5.1) vrijedi za njihalo koje se nalazi u vakuumu. Bududi da se u realnoj situaciji
njihalo uvijek nalazi u nekom sredstvu (npr. zrak) tada na njihalo djeluje i sila prigusenja?
(npr. trenje) zbog koje dolazi do prigusenog titranja, tj. amplituda titranja smanjuje se u
vremenu. Izraz koji opisuje prigusenje njihala je oblika 7 (prigu$enje je razmjerno brizni, .
prvoj derivaciji kuta po vremenu) gdje se ¢lan -y naziva koeficijent prigusenja’ i on opisuje
koliko jako djeluje sila priguSenja na njihalo. Implementacijom ovog izraza u jednadzbu (5.1),
dolazimo do jednadZbe gibanja priguSenog njihala oblika

8

0+ Zsine)+fyé —i (5.2)

Kona¢no, ako Zelimo ponistiti djelovanje sile prigusenja na njihalo, moramo djelovati dodat-
nom vanjskom silom i time ¢emo dobiti slu¢aj TTERANOG NJIHALA, koje ¢e biti predmet naseg
interesa.

Neka je vanjska sila koja djeluje na matematicko njihalo periodi¢na, tj. neka je oblika

F, = Acos (wt)

Uz ovaj uvjet jednadzba gibanja periodicki tjeranog matematickog njihala jest

0+ 0+ %sin@ = Acos (wt) (5.3)

Clan koji opisuje djelovanje vanjske sile je oblika A cos (wt) gdje je A amplituda, a w kruzna
frekvencija djelovanja vanjske sile. Vrijednost za w zadajemo i ne mijenjamo. Dakle, ampli-
tuda A je ¢lan koji je varijabilan i KOJI CE ODLUCITI KADA CE SUSTAV PRECI U KAOTICAN
REZIM.

Njihalo opisano jednadZbom (5.3) primjer je jednog klasi¢nog, nelinearnog, DETERMINIS-
TICKOG sustava sa svojstvom deterministickog kaosa. Sada ¢emo, koriste¢i numericke alate
u Pythonu, rijesiti jednadZbu (5.3) te diskutirati pod kojim uvjetima moZemo generirati
determinsticki kaos.

Zelimo pokazati da ovisnost kuta 8 o vremenu izgleda kaoti¢no za neku vrijednost amplitude,
A = A, koju ¢emo radi jednostavnosti nazvati kriti¢na vrijednost amplitude kojom djeluje
vanjska sila. Prije no $to predemo na rjeSavanje pripadne diferencijalne jednadzbe, dva
komentara;

2engl. damping force
Sengl. damping coefficient
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* Opceje poznato da je regularna, linearna jednadzbe gibanja slobodnog harmonijskog
oscilatora egzaktno rjesiva* te ne vodi u kaos. Prijelaz u kaos, dobiven kao posljedica rje-
Savanja jednadzbe (5.3), je dakle mogué zbog nelinearnog ¢lana sin (6) koji se pojavljuje
u jednadzbi.

¢ Takoder je vazno napomenuti da ovisno o vrijednosti parametara A i w sustav moZe po
volji prelaziti iz regularnog rezima u kaoti¢ni i obratno.

[4], [15], [19]

Rjesenje jednadzbe gibanja i prijelaz u kaos

Sa stanoviSta matematike, jednadzba (5.3) je neliearna, obi¢na, nehomogena diferencijalna
jednadZba drugog reda. Takvu je jednadzbu moguce rijesiti u Pythonu, koriste¢i odgovorajuce
numericke alate koji su nam na raspolaganju.

Krenimo najprije od jednadzbe (5.1) za jednostavno njihalo. Nju éemo rijesiti tako da najprije
uvedemo potrebne biblioteke i to na nac¢in

import scipy.integrate as ing
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from math import *

Nakon toga, unosimo jednadZbu gibanja jednostavnog njihala (bez priguSenja i vanjske sile)
u obliku pripadne funkcije

def jednadzba(theta,t):

g = 9.8 #m/s2

1=9.84#m

thetadot = thetall]
thetadotdot = -(g/1)*thetal0]
return [thetadot,thetadotdot]

gdje smo takoder definirali vrijednosti za konstantne ¢lanove (g, ).

Nadalje, zadajemo interval za vrijeme i pocetne uvjete

vrijeme = np.linspace(0.0, 50.0,1000)
kutO = 10%2%pi)/360 #mora biti manji od 1
brzina0 = 0.0

Nehomogenu diferencijalnu jednadZbu drugog reda (5.1) rijesit ¢emo pomocu funkcije odeint
iz biblioteke scipy i to na nacin

rjesenje = ing.odeint(jednadzba, [kutO,brzinal], vrijeme)
kut = rjesenjel[:,0]
brzina = rjesenjel:,1]

4Bududi da za male kuteve vrijedi sinf ~ 6, to je jednadzba (5.2), uz aproksimaciju malih kuteva, analogna
jednadzbi za slobodni 1D harmonijski oscilator.

30



Kona¢no, crtamo nase rjeSenje — ovisnost kuta o vremenu

plt.plot(vrijeme, kut, ’m-’)
plt.xlabel ("$t$ / s", size = 18)
plt.ylabel("$\\vartheta(t)$", size = 18)

plt.show()
[19]
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Slika 5.2: Ovisnost kuta o vremenu za jednostavno matematicko njihalo.

a1



0.6
0.4
0.2 4
oy
~— 0.0
D
_02 -
_0'4 -
—0.6 "
T T T T T
0 10 20 30 40 50
t/s

Slika 5.3: Ovisnost kutne brzine o vremenu za jednostavno matematicko njihalo.

Prikazat ¢emo gibanje jednostavnog matemati¢kog njihala i u faznom prostoru®.
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Slika 5.4: Prikaz gibanja jednostavnog matematickog njihala u faznom prostoru. Trajektorija
je oblika zatvorene krivulje (elipse).

°Fazni je prostor 2S-dimenzijski prostor s poopéenom brzinom i poopéenom koordinatom kao koordinatnim
osima. U nasem slu¢aju to jedna poopcena koordinata (stupanj slobode) - kut 0 pa stoga imamo dvodimenzijski
fazni prostor s prvom derivacijom kuta 6 i kutem 6 kao koordinatnim osima.
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Ako sada jednakim postupkom rijeSimo jednadZbu gibanja za priguSeni harmonijski oscilator
dobit ¢emo

import scipy.integrate as ing
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from math import *

def jednadzba(theta,t):
g = 9.8 #m/s2
1=09.81#m
gamma=0.05
thetadot = thetal[l]
thetadotdot = -(g/1)*np.sin(thetal[0]) -gamma*thetal[1]
return [thetadot,thetadotdot]

vrijeme = np.linspace(0.0, 200.0,3000)

kutO = O0.6#mora biti manji od 1

brzina0 = 0.0

rjesenje = ing.odeint(jednadzba, [kutO,brzinal], vrijeme)

kut = rjesenjel:,0]
brzina = rjesenjel:,1]

plt.plot(vrijeme, kut, ’m-’)
plt.xlabel("$t$ / s", size = 18)
plt.ylabel("$\\vartheta(t)$", size = 18)

#vrijeme-brzina

#plt.plot(vrijeme, brzina, ’m-’)
#plt.xlabel("$t$ / s", size = 18)
#plt.ylabel("$\dot{\\vartheta(t)}$", size = 18)
#plt.ylim(-1.0,1.0)

#fazni prostor

#plt.plot(kut, brzina, ’m-’)
#plt.xlabel("$\\varphi(t)$", size = 18)
#plt.ylabel ("$\dot{\\varphi}(t)$", size = 18)
#plt.x1im(-1.0,1.0)

#plt.ylim(-4.0,4.0)
plt.axhline(0,color=’"gray’)
plt.axvline(0,color="gray’)

plt.show()
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Slika 5.5: Ovisnost kuta o vremenu za priguseno njihalo. Amplituda se s viemenom smanjuje
te konac¢no iS¢ezava.
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Slika 5.6: Ovisnost kutne brzine o vremenu za priguseno njihalo.

Konac¢no, rijeSimo sada jednadZbu gibanja za tjerano njihalo i pokaZimo pod kojim ¢e uvjetima
tjerano njihalo prije¢i iz regularnog u kaoti¢ni rezim.
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Slika 5.7: Prikaz gibanja priguSenog njihala u faznom prostoru.

Kao sto je vidljivo iz jednadzZbe (5.3), prijelaz u kaos ovisit ¢e o amplitudi djelovanja vanjske
sile A. Ako vrijednost A postavimo na nulu, dobit ¢emo priguseno njihalo kao na slici (5.5).
Postavimo najprije vrijednost amplitude A = 0.1 te vidimo kako ¢e izgledati ovisnost kuta o
vremenu.

import scipy.integrate as ing
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

from math import *

def jednadzba(theta,t):
#konstante
g = 9.8 #m/s2
1=9.84#m
gamma=0.05
omega=1/3
A=0.1
thetadot = thetal[l]
thetadotdot = -(g/1)*np.sin(thetal[0]) -gamma*theta[l] + A*np.cos(omega*t)
return [thetadot,thetadotdot]

#pocetni uvijeti

vrijeme = np.linspace(0.0,200.0,3000)
kutO = 0.2#mora biti manji od 1
brzina0 = 0.0

#rjesenje jed. gibanja
rjesenje = ing.odeint(jednadzba, [kutO,brzinal], vrijeme)

[S})
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kut = rjesenjel[:,0]
brzina = rjesenjel[:,1]

plt.plot(vrijeme, kut, ’m-’)
plt.xlabel("$t$ / s", size = 18)
plt.ylabel ("$\\vartheta(t)$", size = 18)
plt.axhline(0,color=’"gray’)
plt.axvline(0,color=’"gray’)
plt.axvline(70,color="blue’)

plt.show()
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Slika 5.8: Ovisnost kuta o vremenu za tjerano njihalo za vrijednost amplitude A=0.1

Ako analiziramo sliku 5.8, vidimo da tjerano njihalo pokazuje kaoti¢an reZim rada za vremen-
ski interval od 0 do 70 s (iza plave linije). Nakon ¢t > 70 (poslije plave linije), njihalo prelazi u
regularan nacin rada jednak slobodnom njihalu (slika 5.2).

Ako sada poveéamo vrijednost amplitude na A = 0.8, dobijemo sljedeée®;

®Jedina izmjena u kodu je promijna vrijednosti A=0.1 — A=0.8
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Vidimo sa slike 5.9 da je njihalo u kaoti¢cnom nacinu rada u vremenskom intervalu 0 <t < 90
te za t > 90 prelazi u abnormalni regularni nacin rada. [4], [19], [25]
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Slika 5.9: Ovisnost kuta o vremenu za tjerano njihalo za vrijednost amplitude A=0.8

Povecajmo sada vrijednost amplitude za mali iznos, npr. na A = 0.9 i analizirajmo $to se
dogada s tjeranim njihalom.
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Slika 5.10: Ovisnost kuta o vremenu za tjerano njihalo za vrijednost amplitude A=0.9
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Slika 5.11: Ovisnost kuta o vremenu za tjerano njihalo za vrijednost amplitude A=1.1
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Slika 5.12: Ovisnost kuta o vremenu za tjerano njihalo za vrijednost amplitude A=1.2
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5.1.3 Fazni prostor
Pogledajmo sada kako izgleda prikaz gibanja tjeranog njihala u faznom prostoru za iste
vrijednosti amplitude A.
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Slika 5.13: Prikaz gibanja tjeranog njihala u faznom prostoru za vrijednost amplitude A=0.1
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Slika 5.14: Prikaz gibanja tjeranog njihala u faznom prostoru za vrijednost amplitude A=0.9
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Slika 5.15: Prikaz gibanja tjeranog njihala u faznom prostoru za vrijednost amplitude A=1.1
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Slika 5.16: Prikaz gibanja tjeranog njihala u faznom prostoru za vrijednost amplitude A=1.2

Analiza rezultata

Periodicki tjerano matematicko njihalo prelazi iz regularnog u kaoti¢an nacin rada pod odre-
denim uvjetima. Prijelaz u kaoti¢an nacin rada ovisit ¢e o vrijednosti amplitude djelovanja
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5.2

vanjske sile A. Kada smo vrijednost amplitude postavili na nisticu, A = 0, dobili smo slucaj
prigusenog njihala koji smo imali ranije. Ako smo sada amplitudu malo povecali,na A = 0.1,
dobili smo takvo gibanje matemati¢kog njihala koje je u prvom dijelu vremenskog intervala
kaoti¢no, a nakon toga regularno.

Nakon toga smo postavili vrijednost amplitude na A = 0.8 te takoder dobili gibanje koje je
u vremenskon intervalu 0 < t < 90 kaoti¢no, a nakon toga prelazi u abnormalno regularno.
Nakon toga smo vrijednost amplitude neznatno promijenili, dakle A = 0.9 i dobili smo
takvo gibanje koje je na cijelom vremenskom intervalu kaoti¢no (nepredvidljivo). Dakle,
zaklju¢ujemo da je

MALA PROMJENA POCETNOG UVJETA REZULTIRALA DRASTICNOM PROMJENOM U RJESENJU

Isto se dogodilo i za idu¢u promjenu amplitude na vrijednost A = 1.1 te A = 1.2. Isti se
zaklju¢ak mogao dobiti i analizom gibanja u faznom prostoru gdje iz grafova takoder vidimo
drasti¢ne promijene rjeSenja za malu promijenu pocetnih uvjeta.

Iz svega navedenog, zaklju¢ujemo da je hipoteza kako odredeni deterministicki (klasi¢ni)
dinamicki sustavi pokazuju izrazitu osjetljivost na male promijene u pocetnim uvjetima jasno
vidljiva iz danih grafi¢kih prikaza, budu¢i da izrazito mala promijena pocetnih uvjeta, npr.
A =11-— A =1.2vodina potpuno drugacije ponasanje sustava.

Kriti¢na vrijednost amplitude nakon koje sustav prelazi u potpuno kaoti¢an reZim jest

A.=08 (5.4)

dakle, za vrijednost A > A, sustav u potpunosti prelazi iz regularnog u kaoti¢ni nacin rada.

Valja jo$ napomenuti da vrijednosti ovdje odabrane, nisu jedine vrijednosti za koje postoji
prijelaz u kaos; one samo sluZe radi demonstracije. Naime, dok god vrijedi A > 0 sustav ée
biti kaotic¢an, iako ¢e to takoder ovisiti i o sili priguSenja, tj. vrijednosti koeficijenta prigusenja
7, u smislu da ja za malu vrijednost koeficijenta prigusenja, potrebna mala vrijednost vanjske
sile, tj. amplitude djelovanja vanjske sile i obratno”.

Lorenzov model

Lorenzov® model predstavlja opéeniti mehani¢ki model, a on je opisan s jednom ili vige
diferencijalnih jednadzbi, bilo obi¢nih bilo parcijalnih, koje u potpunosti opisuju gibanje
nekog fluida uz odredene uvjete pod kojima se taj fluid nalazi. Model je zanimljiv po
tome Sto se pomocéu njega mogu objasniti odredeni kaoti¢ni procesi koji su uoceni u nasoj
atmosferi. Medutim, Lorenz do diferencijalnih jednadZzbi koje opisuju ovaj model nije doSao
promatrajudi fizicke pojave u atmsoferi nego na jedan posve drukéiji nacin. ViSe o tome u
nastavku.

’Ovo je svojstvo u skladu s dosadasnjim opaZanjima u prirodi, buduéi da su uzroci prigusenja u prirodi
razliciti za razlicite sustave.
8Edward Norton Lorenz, 23. V. 1917. - 16. IV. 2008., ameri¢ki matematicar i meterolog.

41



5.2.1

Opis modela

Povijesno gledano, jedan od prvih primjera nelinearnih dinamickih sustava sa svojstovm
deterministickog kaosa, koji je bio detaljno analiziran jest Lorenzov model kojeg je 1963.
godine opisao americki meterolog Edward Lorenz. Lorenz je do modela dosao proucavajudi
problem poznat pod nazivom Rayleigh-Bénardova konvekcija. Dobro poznati problem iz
mehanike fluida.

Opis problema jest sljede¢i. Zamislimo neki fluid, koji je u pocetku mirovao, te koji je s
gornje i donje strane ograden s dvije uske beskona¢no dugacke ploce koje su na stalnoj
temperaturi i stalnoj medusobnoj udaljenosti, u smjeru osi x. Na fluid sve vrijeme djeluje
Sila teza, usmjerena u smjeru z - osi. Konstantne temperature ploc¢a neka su Ty; i Tp. Stalnu
udaljenost ploca oznacit ¢emo s H.

HOT Tg Y

Slika 5.17: Prikaz Raleigh-Bénardove stabilne konvekcije u dvije dimenzije.

Gustoca fluida ¢e tada biti funkcija temperature, p = p(t). Dakle, u slu¢aju Ty; = T, gustoca
¢e biti stalna, p = const., na cijelom volumenu. Ako je pak Ty; # Tp, tada ¢e gustoca ovisti
o promatranoj tocki. Konacno, za slucaj Tyy > T3, fluid e se sastojati od dva sloja: hladnog
sloja na dnu te toplog na vrhu. U ovom ¢e slucaju, zbog razlike u temperaturi izmedu dva
sloja, fluid biti u stanju kondukcije, tj. izmedu dva sloja fluida doéi ée do uspostave linearnog
gradijenta. Uzimajudéi u obzir jednadZbe gibanja te ¢injenicu da se uspostavlja termalni
gradijent, dolazimo do
Tu —Tp

H
tj. temperatura Ce ovisiti o visini z. I takvo se stanje naziva kondukcija.

T(z) =T(B) +z

Ako je Tyy < T, javlja se sila uzgona te dolazi do gubitka ravnoteze. Ako se ovo nastavi
te ako temperaturna razlika AT = Tp — Ty; dosegne neku kriti¢nu vrijednost, kondukciju
¢e zamijeniti konvekcija. Takva se konvekcija naziva Rayleigh-Bénardova konvekcija i ona je
kontrolirana jednim parametrom koji se zove Rayleighov broj, a ¢ija je vrijednost dana s

BH? | Ty — T
R, — Pog® | Tu — Tg | (5.5)
KV
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gdje je x koeficijent termalne difuzije, a v je koeficijent viskoznosti fluida. Prosjecna je gustoca
oznacena s po, a « je koeficijent termalne dilatacije koji povezuje gustoce na temperaturama T
i Tp na nacin

p(T) =p(To)[1 — (T — To)] (5.6)

gdje je izraz (5.6) linearna aproksimacija’

Eksperimentalnim metodama i analitickom analizom, dobiveno je da ako vrijednost Rayleig-
hevog broja, R,, postane znatno veca od neke kriti¢ne vrijednosti R,, tada stabilno konvekcijsko
stanje sustava prelazi u nestabilno, tj. gibanje fluida tijekom konvekcije postaje iregularno i
kaoti¢no. Ovakva je pojava neprevidljivog (kaoti¢nog) gibanja fluida za vrijeme konvekcije
takoder uoc¢ena u nekim procesima u atmosferi, zvijezdama te Zemljinoj kori stoga je pobu-
dila izniman interes, koji je prije svega usmjeren k tome da se otkrije uzrok nastanka ovog
kaoti¢nog rezima

Nadalje, vratimo se analizi Lorenzovog modela. Ako razlika u temperaturi plo¢a | Ty; — TB |
nije suvise velika, tada se parcijalne diferencijalne jednadZzbe za temperaturu i brzinu mogu
biti zapisane koriste¢i Boussinesqovu'® aproksimaciju®!

—

a_) — v

_”+g.vg:_—p+vvzﬁ’+goc® (5.7)
ot Po

8@ L o= . 2 TU - TB

= T8 VO=xVO+———u, (5.8)

uz dodatni uvjet, V - # = 0, koji kaze da je fluid nestlaciv.

JednadZzba (5.7) je poznata i kao Navier-Stokesova jednadzba gdje je p tlak, a posljednji ¢lan
opisuje djelovanje sile uzgona. Jednadzba (5.8) naziva se advekcija difuzijska jednadZzba.
© oznacava varijaciju temperature, O(7,t) = T(7,t) — Tp + (Tg — Tyz/H). Ovdje se moze
prepoznati znacenje Rayleighevog broja, R,; on mjeri razliku izmedu nelinearnih ¢lanova,
koji nastoje destablizirati termalni gradijent, te viskoznih/disipativnih ¢lanova, koji nastoje
zadrZati stalni termalni gradijent.

Radi jednostavnosti, svest ¢emo gore razmatrani problem na 2D slucaj, tj. na (x,z) ravninu
(slika 5.17). U tom se slucaju gibanje fluida moze opisati pomocu tkzv. funkcije strujanja,

Y1) =9(x,z1)

definirane na nadin

_ o
Uy = 5> (5.9)

9Linearna je aproksimacija opravdana ako razlike u temperaturi nisu velike.
197oseph Valentin Boussinesq (1842. - 1929.), francuski matematicar i fizicar. Dao znacajan doprinos na
podrucjima hidrodinamike, titranja, svjetlosti i prijenosa topline.
Vige o Boussinesqovoj aproksimaciji zainteresirani ¢itatelj moZe pronaci na poveznici.
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(5.10)

MZ:—

ax

Uz ovo pojednostavljenje, rjeSenja jednazbi (5.7) te (5.8), u terminima 1, su oblika

. [ max\ | [ nz
P = Posin <?> sin <ﬁ> (5.11)
® = O cos <%) sin (%) (5.12)

gdje su ¢y i ®y konstante dok ¢lan a ima znacenje valne duljine.

Analizom rjeSenja (5.11) te (5.12), dobivena je kriti¢na vrijednost za R,

4 (14 a2)°

- (5.13)

ac —
tj. ako za slucaj R, > Ry, rjeSenja (5.11) i (5.12) postaju prakticki neupotrebljiva za analiticku
analizu. Jedan od mogucih nac¢ina da se izbjegne ovaj problem, jest da se funkcije ¢ i ®
razviju u Fourieov red, uz pojednostavljenje koje se sastoji u tome da jedino koeficijenti
posjeduju eksplicitu ovisnost o vremenu. Dakle,

(2.2, F) Z P () sin (m;ax) sin (n_gz) (5.14)

mn=1

(oe.2,8) Z Op.n(t)cos (m;ax) sin (n_;rlz> (5.15)

mmn=1

Medutim, ako bi ova rjeSenja uvrstili u pocetne parcijalne diferencijalne jednadzbe, (5.7) te
(5.8), dobili bismo beskonacan broj obi¢nih diferencijalnih jednadzbi.

U tom je smislu, Edward Lorenz, 1963. godine prouc¢avao samo najjednostavniji moguci
slu¢aj u kojem se razmatraju samo prva tri koeficijenta. I to su redom:

* 11(t) = X(t) - amplituda konvekcije

* O11(t) = Y(t) - temperaturna razlika izmedu visih i niZih slojeva fluida

* O = Z(t) - mjera odstupanja od linearnog modela za temperaturu
Napomenimo jo$ da izbor ovih pojednostavljenja nije bio proizvoljan, nego proizlazi iz
simetrije pocetnih diferencijalnih jednadzbi.
Kona¢no, uz gornja pojednostavljenja, dolazimo do tri obi¢ne diferencijalne jednadzbe koje
se nazivaju LORENZOVE JEDNADZBE
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5.2.2

X=—-0X+0Y (5.16)

V= XZ 5K ¥ (5.17)

Z=XY—-bZ (5.18)

.

gdje su o, r i b bezdimenzijski parametri ¢ije je fizicko znacenje sljedece:
* ¢ =v/x - uliteraturi poznat pod nazivom Prandtlov broj;
* r = R;/ Ry - normalizirani Rayleighov broj;

* b=4(1+ a®)"! - parametar koji je povezan uz geometriju sustava;

Dakle, da rezimiramo. Ako razlika temperatura ploca, izmedu kojih se nalazi promatrani
fluid, naraste iznad neke vrijednosti proces koji nazivamo kondukcija prelazi u jedan drugi
proces koji nazivamo konvekcija. Medutim, ako se razlika temperatura jo$ viSe poveca i prede
neku kriti¢nu vrijednost, tada strujanje fluida (konvekcija) postaje kaoti¢no (iregularno, nepre-
vidljivo).[8] Ovakve se pojave mogu uociti u nasoj atmosferi, stoga ¢e gornje jednadZzbe biti

pogodne za opis tih procesa, buduéi da je problem, kvalitativno gledano, posve analogan'2.

Vizudlizacija

Kriti¢na vrijednost za r u literaturi iznosi r, = 24.74. [8] Ono $to je napravio Lorenz, i ono
Sto ¢emo napraviti i mi ovdje, jest da ¢emo postaviti vrijednost r. = 28. Dakle, puno viSe od
kriti¢ne vrijednosti za koju ¢e sustav biti u kaoti¢cnom rezimu. Prije toga ¢emo vrijednost
kontrolnog parametra r postaviti na neku vrijednost manju od kriti¢ne, npr. r = 20.

RjeSimo najprije jednadzbe (5.16), (5.17) te (5.18) te postavimo r = 20.0. Skicirajmo X kao
funkciju vremena.

#Lorentzov atraktor

import scipy.integrate as ing
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

sigma = 10.0
beta = 8.0/3.0
ro = 20.0

def jednadzba(tocka, t):
X = tockal0]
y = tockal1]

2Dakako, kvantitavno gledano, opis Rayleigh-Bénardove konvekcije i atmosferskih procesa, bit ¢e posve
drukdiji.
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z = tockal[2]

xdot = sigmax(y-x)

ydot = xx(ro - z) -y
zdot = x*y - betaxz
return [xdot,ydot,zdot]

vrijeme = np.linspace(0.0, 70.0, 10000)
tockal = [2.0,3.0,4.0] #sami biramo
rjesenje = ing.odeint(jednadzba, tockal, vrijeme)

X = rjesenjel:,0]
Y = rjesenjel:,1]
Z = rjesenjel:,2]

plt.plot (X, Z, m-?)
plt.xlabel(’t’, fontsize=18)
plt.ylabel(’X(t)’, fontsize=18)
#plt.plot(vrijeme, X, ’m-’)
plt.axhline(0.0, color=’grey’)
plt.show()
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Slika 5.18: Lorenzov model: vremenska evolucija trajektorije X(t) za vrijednosti parametara
c=10,b=8/3 ter =20.

Sa slike 5.18 vidimo da se sustav najprije ponasa periodicki, a zatim se konvergira, kod t = 30,
nekoj kona¢noj vrijednosti.
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Skicirajmo sada evoluciju X(t) i Z(t); Sa donje slike vidimo da se i X(t) i Z(t) priblizavaju

30 A

25

10 A

T T T T T T
-10 =5 0 5 10 15

Slika 5.19: Lorenzov model: vremenska evolucija trajektorije X(t) i Z(t) za vrijednosti parame-
tarac =10,b=8/3 te r = 20.

nekoj konac¢noj vrijednosti kako vrijeme tece.

Postavimo sada vrijednost kontrolnog parametra r tako da bude veca od kriti¢ne. Na vrijed-
nost r = 28.

Sa slike 5.20 moZemo vidjeti da je ovisnost X(t) kaoti¢na, tj. neprevidljiva, buduéi da je
kontrolni parametar iznad kriti¢ne vrijednosti, » > r.. Sa slike 5.21, koja daje vremensku
evoluciju X(t) i Z(t), vidimo da postoji dio prostora kojem obje trajektorije nakon nekog
vremena teze.

TAJ DIO PROSTORA KOJI PRIVLACI SVE MOGUCE TRAJEKTORIJE NAZIVA SE LORENZOV
ATRAKTOR.
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Slika 5.20: Lorenzov model: vremenska evolucija trajektorije X(t) za vrijednosti parametara
c=10,b=8/3 ter =28.
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Slika 5.21: Lorenzov model: vremenska evolucija trajektorije X(t) i Z(t) za vrijednosti parame-
tarac=10,b=8/3 ter = 28.

PrikaZimo jo$ Lorenzov atraktor u tri dimenzije.
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Za to ¢e nam trebati nova biblioteka pod nazivom mpl toolkits

import scipy.integrate as ing
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import mpl_toolkits.mplot3d

sigma = 10.0

b = 8.0/3.0

r =28.0

def jednadzba(tocka, t):
X = tockal0]
y = tockal1]
z = tockal[2]

xdot = sigmax(y-x)
ydot = xx(r - z) -y
zdot = x*y - b*z
return [xdot,ydot,zdot]
vrijeme = np.linspace(0.0, 100.0, 10000)
tockal = [2.0,3.0,4.0] #sami biramo
rjesenje = ing.odeint(jednadzba, tockal, vrijeme)

X = rjesenjel[:,0]
Y = rjesenjel:,1]
Z = rjesenjel:,2]

fig = plt.figure()

ax = fig.gca(projection=’3d’)

ax.plot(X, Y, Z,’m-’)

ax.set_xlabel(°$X(t)$’, fontsize=18, rotation=150)
ax.set_ylabel(’$Y(t)$’, fontsize=18)
ax.set_zlabel(’$Z(t)$’, fontsize=18, rotation=60)
plt.show()
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Slika 5.22: Lorenzov atraktor u tri dimenzije.

Citatelj je vjerojatno primijetio da ga lik sa slike 5.22 podsjeca na leptira.

Sve u svemu, iz gornje analize moZemo zakljuciti da je Lorenzov model, opisan sa tri obi¢ne
diferencijalne jednadzbe, jedan primjer deterministickog sustava koji posjeduju svojstvo
deterministickog kaosa, tj. postoje uvijeti za koji takav sustav, iako determnisticki, prelazi u
nacin rada u kojem je nemoguce predvidjeti ponasanje sustava. Takoder,

PRIJELAZ U KAOTICNI REZIM LORENZOVOG MODELA OVISI O VRIJEDNOSTI
PARAMETRA r

koji mora biti iznad neke kriti¢ne vrijednosti, r > .. [8]

5.2.3 Osjetljivost na pocetne uvjete

Kako bi pokazali da rjeSenja Lorenzovih jednadZzbi pokazuju svojstvo kaoti¢nih sustava
koje se zove osjetljivost na pocetne uvjete, napravit ¢emo sljedece. Usporedit ¢emo dvije
trajektorije za dva slucaja: kada su pocetni uvjeti jako daleko i kada su jako bliski. Dakle,
imat ¢emo dvije trajektorije

X =X(t)

i perturbiranu trajektoriju
X' =X'(t)

Uzmimo za pocetak situaciju kada su pocetni uvjeti jako daleki;
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import scipy.integrate as ing
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import mpl_toolkits.mplot3d

sigma = 10.0
b =8.0/3.0
r =28.0

def jednadzba(tocka, t):

x = tockal0]
y = tockal1]
z = tockal2]

xdot = sigmax(y-x)

ydot = xx(r - z) -y
zdot = x*y - b*z
return [xdot,ydot,zdot]

vrijeme = np.linspace(0.0, 100.0, 10000)
tockal0 = [2.0,3.0,4.0] #sami biramo
rjesenje = ing.odeint(jednadzba, tockal, vrijeme)

X = rjesenjel:,0]

Y = rjesenjel:,1]
Z = rjesenjel:,2]

def jednadzba2(tocka, t):

x = tockal0]
y = tockal1]
z = tockal[2]

xdot = sigmax(y-x)

ydot = xx(r - z) -y
zdot = x*y - b*z
return [xdot,ydot,zdot]

vrijeme = np.linspace(0.0, 100.0, 10000)
tocka00 = [20.0,30.0,40.0] #sami biramo
rjesenje = ing.odeint(jednadzba2, tocka0O, vrijeme)

X1 = rjesenjel:,0]
Y1 = rjesenjel:,1]
Z1 = rjesenjel:,2]
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fig = plt.figure()

ax = fig.gca(projection=’3d’)

ax.plot(X, Y, Z,’m-’)

a%.plet(Xl, ¥1, Z1,%-%)

ax.scatter(2,3,4, color=’magenta’)

ax.scatter(20,30,40, color=’blue’)
ax.scatter(6*np.sqrt(2),6*np.sqrt(2),27, color=’black’)
ax.scatter(-6*np.sqrt(2),-6*np.sqrt(2),27, color=’black’)
ax.set_xlabel(°$X(t)$’, fontsize=18, rotation=150)
ax.set_ylabel(°$Y(t)$’, fontsize=18)
ax.set_zlabel(°$Z(t)$’, fontsize=18, rotation=60)
plt.show()

Slika 5.23: Lorenzov model: evolucija dvije trajektorije za slucaj kada su pocetni uvjeti jako
razliciti.
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Sa slike 5.23 vidimo da prva trajektorija T; nakon nekog vremena konvergira radeci kruzne
putanje naizgled nasumi¢nog trajanja oko dvije to¢ke oznacene crnom bojom. Jezikom fizike,
to znaci da konvekcija fluida neregularno mijenja svoj smjer: u smjeru kazaljke na satu i
obratno. Druga se trajektorija, T», iako ostaje udaljena od prve zbog razli¢itih pocetnih uvjeta,
kvalitativno ponasa jednako kao i T; konvergirajuci ka jednakom dijelu prostora u vremenu.
Takva se vrsta atraktora koji privlaci sve trajektorije naziva CUDNI ATRAKTOR za Lorenzove
jednadzbel3.

20 A

15

10 ~

Slika 5.24: Lorenzov model: evolucija X(t) (ljubicasta boja) i perturbiranog X'(t) (plava boja)
kada su pocetni uvijeti jako razli¢iti.

Pogledajmo sada sto se dogada kada su pocetni uvijeti dvije trajektorije infinitezimalno bliski.
Razmatrat ¢emo dvije trajektorije - jednu sa poetnim uvjetima R(0) = (X(0),Y(0),Z(0)) te
drugu, jako blisku prvoj s pocetnim uvjetima R’(0). Razlika pocetnih uvjeta ée biti jako mala,
reda veli¢ine

AR =| R(0) — R(0)" |=10"°

Rjesimo sada pripadne diferencijalne jednadzbe te nacrtajmo vremensku evoluciju pocetne i
perturbirane trajektorije. [8]

13Sa stanovista matematike, nije nimalo trivijalno utvrditi je li neki atraktor ¢udan ili nije.
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import scipy.integrate as ing
import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

import mpl_toolkits.mplot3d

sigma = 10.0
b =8.0/3.0
r =28.0

def jednadzba(tocka, t):

x = tockal0]
y = tockal1]
z = tockal2]

xdot = sigmax(y-x)

ydot = xx(r - z) -y
zdot = x*y - b*z
return [xdot,ydot,zdot]

vrijeme = np.linspace(0.0, 50.0, 10000)
tockal = [2.0,3.0,4.0] #sami biramo
rjesenje = ing.odeint(jednadzba, tockal, vrijeme)

= rjesenjel:,0]

= rjesenjel:,1]

= rjesenjel:,2]

def jednadzba2(tocka, t):
X = tockal0]

y = tockal[1]

z = tockal[2]

xdot = sigmax(y-x)
ydot = xx(r - z) -y
zdot = x*y - b*z
return [xdot,ydot,zdot]

N < >
|

vrijeme = np.linspace(0.0, 30.0, 10000)

tockaO0 [2.000000333,3.00000033,4.00000033] #sami biramo
rjesenje = ing.odeint(jednadzba2, tocka0O, vrijeme)

X1 = rjesenjel:,0]

Y1 = rjesenjel:,1]

Z1 = rjesenjel:,2]
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plt.plot(vrijeme,X, ’m-")
plt.plot(vrijeme,X1,’b-?)
plt.xlabel("t", size = 18)
plt.ylabel("X(t)", size = 18)
plt.show()
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Slika 5.25: Lorenzov model: evolucija X(t) (ljubicasta boja) i perturbiranog X'(t) (plava boja)
kada su pocetni uvjeti jako bliski. AR = 107°.

Iz analize drugog slucaja za infinitezimalno bliske pocetne uvjete, sa slike 5.25, vidimo da je za
vremenski interval t < 20, trajektorije gotovo nemoguce razdvojiti. No, kako vrijeme odmice,
dogada se to da dvije trajektorije, iako kvalitativno posve jednake, bivaju makroskopski
odvojive.

Ovo svojstvo, da dvije kvalitativno jednake trajektorije, bivaju makroskopski razli¢ite zbog
neznatne promjene u pocetnim uvjetima nazivamo OSJETLJIVOST SUSTAVA NA POCETNE
UVJETE i to je jedno od temeljnih svojstava kaoti¢nih (neprevidljivih) sustava.

Za kraj spomenimo jo$ da su istraZzivanja pokazala da za r > 28, tj. vrijednost parametra
r, kontrolnog parametra, ve¢u od 28, postoje rezimi koje karakterizira izmjena izmedu
periodi¢nih i kaoti¢nih ponaSanja sustava.
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5.2.4 Veza s meteorologijom

Model tipa Lorenzovog modela, koji smo upravo opisali, pojavljuje se u analizi odredenih
tizickih procesa koji se dogadaju u nasoj atmosferi, prilikom meteoroloskih predvidanja, tj.
izrade vremenske prognoze. Budu¢i da smo pokazali kako rjeSenja jednadzbi, koje proizlaze
iz takvog modela, posjeduju svojstvo deterministickog kaosa za neku vrijednost kontrolnog
parametra te da pokazuju jedno stvojstvo koje smo nazvali izrazita osjetljivost na pocetne
uvjete, to zaklju¢ujemo da

DUGOROCNA VREMENSKA PROGNOZA NIKADA NECE BITI MOGUCA, CAK NITI U
NACELU.

Razlog je taj da beskona¢no mala promjena u pocetnim uvjetima, moZe dovesti do dras-
ti¢no drukd¢ijeg ponasanja sustava, tj. male promjene u klimatskim uvjetima mogu dovesti
do znacajnog drugacijeg klimatskog ishoda. Ove je male promjene prakticki nemoguce
detektirati.

Ova se ¢injenica poradi lakSeg shvadanja Cesto zna izraziti na slikoviti nacin pa se tako zna
re¢i kako

ZAMAH KRILIMA LEPTIRA NA JEDNOM KRAJU SVIJETA, NPR. U HRVATSKO]J, MOZE
UZROKOVATI ORKANSKI URAGAN NA NEKOM DRUGOM KRAJU SVIJETA, NPR. U
JAPANU.

i taj je pojava poznata pod nazivom LEPTIROV EFEKT. Zamah krilima leptira bi u ovom pri-
mjeru bila infinitezimalno mala promjena pocetnih uvjeta, a orkanski uragan bio bi kona¢no
drugaciji oblik rjeSenja pripadnih jednadZzbi uzrokovan tom promjenom.
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6 Zakljuak

Svi procesi u prirodi mogu te¢i na dva razli¢ita nac¢ina: regularni (predvidljivi) reZim i
kaoti¢ni (neprevidljivi) rezim. Kod regularnog se reZima sustav ponasa u osnovi determinis-
ticki, dakle njegovo je ponasanje moguce predvidjeti. Ako govorimo o dinami¢kom sustavu,
tada je njegovo stanje u proizvoljnom budu¢em vremenskom trenutku potpuno odredeno,
determinirano, poznavanjem pripadne jednadZzbe gibanja i poznavanjem pocetnih uvjeta.
Regularni je nacin rada, iako ogranicen, vrlo vaZan za objasnjenje brojnih prirodnih pojava
kao i modeliranje odredenih procesa u tehnici, medicini i drugim djelatnostima. Drugi nacin
rada, onaj kaoti¢ni, dobiven je u sluc¢aju kada su jednadZbe gibanja nelinearne i tada, bez
obzira na to Sto je stanje sustava opisano deterministickim jednadzbama gibanja, ne mozemo
predvidjeti buduce stanje sustava. Medutim, vidjeli smo da kaoti¢ni rezim takoder posjeduje
svoje unutarnje zakonitosti, bez obzira na to $to je u takvom nacinu rada determinizam
narusen. Budu¢i da su brojni sustavi u prirodi, medicini, biologiji, drustvenim znanostima,
tehnici upravo u tom kaoticnom nac¢inu rada, to je od iznimnog znacaja razumijeti te zako-
nitosti. U radu smo pokazali kako mozemo modelirati kaos za diskretne i za kontinuirane
vremenske serije. Postupak je uvijek bio isti: najprije treba odrediti diferencijalnu jednadzbu
koja opisuje stanje sustava, zatim odrediti vrijednost parametara sustava te utvrditi koj je
parametar kontrolni. Mijenjanjem vrijednosti kontrolnog parametra sustav smo preveli u
kaoti¢ni rezim. Takoder smo vidjeli kako prijelaz u kaos moZemo pratiti u bifurkacijskom
dijagramu. Nadalje, pokazali smo kako kaoti¢ni sustavi pokazuju ekstremnu osjetljivost na
promjenu pocetnih uvijeta.

Sve u svemu moZemo zakljuciti da je teorija deterministickog kaosa dobila svoju potpunu
afirmaciju u svijetu znanosti te se koriStenjem racunalne tehnologije moZe do¢i do spoznaja
koje su do sada bile potpuno nepoznate. U godinama koje slijede takvih ¢e spoznaja i
rezultata zasigurno biti jos.
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