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1 Uvod

Legendreovi polinomi (ili Legendreove funkcije prve vrste) su vazni u fizici jer se oni javljaju
kada se Laplaceova ili Helmholtzova jednadzba, kod problema sredisnjih sila, rastave pomocu
sfernih koordinata. Pojavljuju se i kod opisa valnih funkcija atoma, u razli¢itim elektrostatskim
problemima te u mnogim drugim kontekstima. Dodatno, Legendreovi polinomi predvidaju
prikladan skup funkcija koje su ortogonalne na intervalu (—1,+1) $to je zapravo raspon i trigo-
nometrijskih funkcija sinusa i kosinusa.

Kao $to smo ve¢ ukazali, s Legendreovim polinomima se susre¢emo kada je jednadzba napi-

sana pomocu sfernih koordinata (r, 6, ¢) kao $to je, npr.
—V2 + V() = M.

Ovakvu vrstu jednadze rjeSavamo metodom separacije varijabli.

2 Legendreovi polinomi

Legendreovi polinomi rjesenja su Legendreove diferencijalne jednadzbe drugog reda
(1 —2*)P"(x) — 2zP'(z) + AP(x) = 0. (2.1)

Diferencijalna jednadzba (2.1) ima regularne singularitete! u totkama z = +1 te u = oco.
Rjesenje Legendreove diferencijalne jednadzbe moze se dobiti razvojem u red oko tocke x = 0
koje ima podrucje konvergencije unutar jedini¢ne kruznice, odnosno niz rjesenja ¢e konvergirati
za |x| < 1.

Ako X ima vrijednost n(n+1), gdje je n konstanta, niz biva prekinut nakon ¢lana ™ ostavljajuci
polinom stupnja n.

Nakon sto smo dobili Zeljena rjesenja Legendreove diferencijalne jednadzbe kao polinome uzas-

topnog stupnja, koje zovemo Legendreovi polinomi i ozna¢avamo ih sa P,.

INeka je ¢ + P(x)w/ + Q(x)¥ = 0 homogena diferencijalna jednadzba drugog reda. Ako ili P(z) ili Q(z)
divergiraju kada & — x, ali (z —2¢)P(z) i (x —2)?Q(z) ostaju konac¢ni kada x — z¢, tada se xg zove regularna
tocka ili nebitni singularitet.



3 Funkcija izvodnica

Kako bismo odredili funkciju izvodnicu, kao primjer, iskoristit ¢emo Legendreovu diferenci-
jalnu jednadzbu (2.1):

(1—a*)P"x —22P'(z) + A\P(z) =0

Diferencijalna jednadzba (2.1) je samoadjungirana, sa funkcijom tezisnicom w(z) = 1. Iz

funkcije izvodnice, temeljene na Schlaeflijevu integralu?, izaberimo da je ¢, = (—1)"/2"n! §to

¢e nam dati

Zamijenimo li radoslijed sumacije i integracije, faktori ovisni o n ¢ine geometrijski niz, koji

dalje pisemo kao

i Z2—1t"\ 1 1 2{2 22+2x—t_1
= = —— |z — —
20z —1x) Jz—x z—x— (21 t t t

n=0 2

Uvrstimo li dobiveni rezultat u formulu za g(x,t), slijedi

21 2z 2x—t11
P P } d
9(x,?) t%ﬁ% t+ t N

21 dz
:_gﬁfc (z—21)(z — 22)’ (3:-1)

gdje su z; i 25 nultocke oblika

1 V1—2xt+1¢? 1+\/1—2xt+t2

= p—
7y t ’ S !

Kako bi jednadzba (3.1) bila valjana, mora se opravdati zamjena sumacije i integracije.
Zamjena je moguca kada je sumacija ravnomjerno konvergentna (s obzirom na z) za sve tocke
na krivulji C. To je pogodno za proucavanje konvergencije za mali ¢ i x i za krivulju gdje je
|z| = 1.

2Jedno od svojstava Rodriguesove formule je da se visestruki diferencijali mogu pretvoriti u odgovarajuéu
formu koriste¢i Cauchyevu integralnu formulu. Ta forma je dana u obliku relacije y,, (x) =

L d
z
! w(z)[p(x)]"
w(@) 7 §c (z—a)(nt1)

gdje krivulja C' obuhvaéa totku z i mora biti takva da je w(z) [p(n)]" analiti¢ka na i unutar krivulje C. Ova je
formula poznata kao Schlaeflijev integral



Za pretpostavljenu krivulju, i za mali x, postoji granica gdje je [t| << 1 za koju

(22— 1)t
2(z —x)

<

jamci konvergenciju geometrijskog niza.

Integral iz izraza (3.1) ima dva pola: u z = 21 i 2 = zo. Za mali x i [t|, 22 ¢e priblizno biti iznosa

2

7 Sto predstavlja vanjstinu krivulje dok ce, s druge strane, z; biti blizu "pocetka” z. Dakle,

ostatak od integranta u z = z; ¢e doprinijeti krivuljnom integralu koji ¢e poprimiti vrijednost

Buduci da je

2
2] — 29 = —E\/l — 2xt + t2,
funkcija izvodnica Legendreovih polinoma je oblika

1 o0
) [ S— SN (% V)
9w t) = e~ 2 @

3.1 Parnost Legendreovih polinoma

Razmotrimo sto se dogada zamijenimo li x sa —z te t sa —t u funkciji izvodnici. Vrijednost
g(x,t) u izrazu (3.2) se ne mijenja sa ovom zamjenom, ali desna strana izraza (3.2) ¢e biti

drugacijeg oblika

> Pa)t" = glo.t) = g(=r.~1) = 3 P (=a)(-t)"
sto pokazuje da je
P.(—z) = (=1)"P,(x).

Iz prethodnog izraza ocito je da P,(—1) = (—1)" te da ¢e P,(x) biti iste parnosti kao x™.
Nadalje, definirat ¢emo jos neke od vodec¢ih pojmova Legendreovih polinoma. Primjenjujuéi

binomni teorem na funkciju izvodnicu

(1 — 22t + 3712 = f: <_711/2>(—2xt + )" (3.3)

n=0

iz koje vidimo da ¢e najvec¢a potencija od x koja moze mnoziti t" biti ™, a dobivena je iz izraza



(—2xt)™ u razvoju konacnog faktora. Tada ¢e koeficijent uz z™ u P,(x) biti

(712) e -

n n!

Iz ¢injenice da je P,(z) stupnja n jasno je da su Py(z) = C'i Pi(z) = Cx — C = konst..
Iz uvjeta o ogranicavanju Py(x) i Pi(z) moraju biti 1 i  redom. Vratimo li se u razvoju
funkcije izvodnice (3.3) pomo¢u binomnog teorema, dobit ¢emo izraz za Legendreove polinome

u zatvorenom obliku

— 1l < (21)!/(2n)!!

_ ~1/2 _ en =1 2 n _ en):/\en):: _42\n
(1—2xt+#*)" "2 =1+ Z 2n” (t* — 22t)" = nz:% ) (22t — %)
— _(2n)! 2
= 2zt —t
=3 (2t — )"
Razvijemo li (2xt — ¢*)™ u binomni red
2zt — )" =Y ————(2xt)" F(—1)"*
= ok" —h)!
te uvrstimo u razvoj funkcije izvodnice
(1 =22t +17) —gzgn(n!)g( vt = t7) éik!(n—k)!( zt)" " (=1)

_ i z”: )k (2n)!(2x)"k etk
22kl (n — k)!

n=0 k=0

Uvedimo sljede¢u oznaku
(=1)*(2n)!(22)"*

fln, k) = 22mplkl(n — k)!

kako bismo lakse raspisali i uocili ¢lanove s istom potencijom ¢
(1 — 22t 4+ t*)"Y2 =1°£(0,0)
+t'f(1,0)

+2[£(2,0) + f(1,1)]

+1[f(4,0) + f(3,1) + f(2,2)]



+7 [£(5,0) + f(4,1) + £(3,2)]

1/2]
Fo Y fln—k k) +
k=0

gdje je [%} = § za parni n,a {%} = ”T_l za neparni n. Vratimo li se sada izrazu funkcije izvodnice

) TL/Q] e ] [TL/Q] k n—2k
—1)"(2n — 2k)!(2x )
1 — 2zt +3)712 = §t"§ — k. k) §t"§ ( §P
(1 — 22t + 2t L fn e 022 k)lkl (n —

iz koje dobivamo formulu za Legendreove polinome u eksplicitnom obliku

[n/2]
A (2n — 2k)! ok
Falw) = ,Z:O(_l) 2 kl(n — k)(n—2k)" (34)

3.2 Rekurzivne relacije

Kako bismo dobili rekurzivne relacije, parcijalno ¢emo derivirati funkciju izvodnicu. Krenimo

najprije s derivacijom po varijabli ¢

dg(z,t) r—t g
= P, (x)t"™
ot (1— 2zt + 2)32 Z"
Pomnozimo li gornji izraz sa (1 — 2zt + t*) dobivamo
(x—t)(1 — 20t + 372 = (1 = 22t +13) Y nP,(x)t" (3.5)
n=0

Nadalje, uvrstimo li funkciju izvodnicu (3.2) u lijevu stranu jednadzbe (3.5) te dobiveni izraz

uredimo, slijedi:

Z nP,(z)t" + Z " (n+1)P(2)] — i t"[(2n+1)P,(z)] =0

n=0 n=0

Kako bismo svugdje imali istu potenciju ¢, preimenovat ¢emo indekse zbrajanja

i t" nP,_1(z) + (n+ 1)Poy1(z) — (2n + 1)z P, ()] = 03

3lzraz je primjer opéenite relacije Y o ¢n(t)a, = 0. U nasem slu€aju je ¢, (t) = t" linearno nezavisan skup
funkcija. Relacija je zadovoljena kada je svaki od «,, = 0 $to daje izraz (3.6).



sto daje zeljenu rekurziju

nP,1(x)+ (n+1)Pi(z) — (2n+ 1)zP,(x) =0, n=1,2,3... (3.6)

U odjeljku 3.1 smo odredili Py(z) i Pi(z) kao C' i Cx redom. Neka je C' = 1. Tada pomocu

rekurzivne formule mozemo odrediti neke od preostalih Legendreovih polinoma koji su prikazani

u tablici 1.

Tablica 1: Legendreovi polinomi

Py(z)=1

Pi(x) ==z

Py(x) = 5(32% — 1)

Py(w) = §(52° — 3x)

Py(x) = §(352* — 302% + 15z)

Ps(x) = £(632° — 702® + 15z))

Ps(x) = 75(2312° — 3152* + 1052% — 5)
Pr(x) = 15(49227 — 6932 + 3152° — 35z)

10 =
0.5 7' Rix
\ vd \\
= o0 . A /
& / / /
\ / AN
\ V4 \,
\ / A
\_ i
-0.5
—19% -0.5 0.0 0.5 1.0

Slika 1: Legendreovi polinomi



Sada nam preostaje derivirati funkciju izvodnicu po varijabli x

dg(z,t) t
P t".
or (1 — 2t + 12)3/2 Z

Pomnozimo li gornji izraz sa (1 — 2zt + t*) dobivamo
t(1 =22t +13) 72 = (1 — 22t +12) Y P, (a)t" (3.7)
n=0

Identicno kao kod parcijalne derivacije po varijabli ¢ i ovdje ¢emo u lijevu stranu jednadzbe

(3.7) uvrstiti funkciju izvodnicu te je dodatno urediti

> Py(2)t ZP )t =223 P(x t”+ZP )t
n=0 n=0

Preimenujemo li indekse zbrajanja kako bismo dobili iste potencije za t slijedi

Ztn[ ’ — 2P, (x) + Py () — Pu()] = 0.

Primjenjujuci isti postupak kao kod prethodne rekurzije o linearnoj nezavisnosti skupa gdje sve

uglate zagrade moraju biti jednake nuli

P,_1(z) + P,.1(2) = 20F,(2) + Py () (3.8)

Jos jedna korisnija relacija moZe se dobiti diferenciramo li (3.6) po varijabli z te pomnozimo
s 2 zatim zbrojimo s relacijom (3.8) koju prije pomnozimo s (2n + 1) kako bismo ponistili P,

clanove. Na kraju dobivamo

/ /

P, (z) =P, i(z) = (2n+1) + P,(x) (3.9)

Kreéuéi od relacija (3.8) i (3.9) mogu se razviti dodatne relacije ukljucujuéi i

/

[Pria(2) + P,y (x) = 22P, () = Po+ Py () — P

n—1

() = 2nP(x) = Po(x)] =0

DN | —

/

P, (z) = a:P,,L(:Jc) + (n+1)P,(z) (3.10)



P, _(x)=2P,(z) —nP,(x) (3.11)

/

(3.10) 51 +2(3.11) = (1 — 2*)P,(2) = nP,_i(x) — nwP,(x) (3.12)

n

Deriviramo li relaciju (3.12) po x te ju zbrojimo sa n - (3.11) slijedi

1

(1 —2?)P)(z) — 22P, +n(l+n)P, =0 (3.13)

Dobili smo Legrendeovu diferencijalnu jednadzbu iz koje smo odredili funkciju izvodnicu
g(x,t) koju smo dalje koristili za rekurzivne formule. Ipak je od vaznosti zakljuciti da bilo koji
skup funkcija koji zadovoljava rekurzivne formule ¢e biti skup rjesenja Legendreove diferencijalne
jednadzbe. Derivacije u gornjoj diferencijalnoj jednadzbi se odnose na varijablu x = sinf pa

kada se prijede na varijablu € diferencijalna jednadzba je sljede¢eg oblika

1 d[. dP, -
T, [sm 9] +n(l4+n)P,=0 (3.14)

3.3 Gornja i donja granica za P,(cosf)

Funkciju izvodnicu moZzemo iskoristiti za postavljanje gornje i donje granice za |P,(cosf)].
Imamo
(1 —2tcosf + t2)_1/2 =(1— t6i9)—1/2(1 _ te—z‘e)—uz

L oo 3.0 1, 3.
= (1 + itew + §t262’9 + .01+ ite_ze + gtze_m + ) (3.15)

MozZemo iznijeti dva neposredna opazanja iz relacije (3.15). Prvo, kada bilo koji ¢lan unutar
prve zagrade pomnozimo sa bilo kojim ¢lanom iz druge zagrade, potencija od ¢ ¢e uvijek biti
parna ako i samo ako je m u eksponencijalnoj funkciji e paran. Drugo, za svaki izraz oblika
tneime —im@

, postoji drugi izraz oblika t"e i ta dva izraza dolaze sa istim koeficijentom koji mora

biti pozitivan (jer je svaki ¢lan u obje sume zasebno pozitivan). Ova dva opazanja znace:



(1) Mozemo pisati koeficijent " kao linearnu kombinaciju oblika

1 . .
§anm(ezm9 + 7™ = g, cosmb

gdje su svi a,,, pozitivni

(2) m i n moraju biti iste parnosti (ili su oba parna ili neparna) sto znaci da

P,(cos0) Z (pm COS M.

m=0ilil

Prethodna relacija, o¢ito, postize maksimum? kada je # = 0. Maksimum Legendreovih polinoma

se moze vidjeti na Slici 1.

4 Ortogonalnost

Budu¢i da je Legendreova diferencijalna jednadzba samoadjungirana i koeficijent (1 —z?) uz

P (x) is¢ezava u x = +1, rjeSenja za razli¢ite n ¢e biti ortogonalna na intervalu (—1, 1)

/1 Po(2)Pu(z)dz =0,  (n £ m). (A1)

-1

P, se ¢esto koristi s argumentom cos # tada prethodna relacija ekvivalentna relaciji

/O7r P, (cos0)P,,(cos ) sinfdf = 0, (n #m)

Definicija P, ne jamci njihovu normiranost sto zapravo niti nisu. Jedan od mogucih nacina

normiranja poc¢inje sa kvadratiranjem funkcije izvodnice
2
(1 — 2t + %)~ [Z Py ( } (4.2)

Integrirajmo prethodni izraz od x = —1 do x = 1 te ispustajuc¢i mjesovite clanove koji iS¢ezavaju

zbog ortogonalnosti (4.1), imamo

/) 1—2dxt+t e[ m (4.3)

n=0

4Legendreovi polinomi P, (z) imaju globalni maksimum na intervalu (-1,1) u # = 1 sa vrijednoséu P, (1) = 1.
Ako je n paran takoder postizu maksimum u z = —1. Ako je n neparan, x = —1 ¢e biti globalni minimum na
intervalu (-1,1) za P,(—1) = —1.



Uvedimo supstituciju y = 1 — 2zt + 2 gdje je dy = —2tdx

/1 dx /1+t)2 dy 1[ <1+t)
R = —in{\ —— 1.
11— 2t + 2 2t t 1—1

Razvijemo li dobiveni rezultat u red

1. /14t o tn
ln(+> —2%}"
to\1—t — o+ 1

te izjednac¢imo koeficijente uz t u relacijama (4.3) i (4.4) moramo dobiti

/_11 [P"<x>rd$ - 2n2—|— 1

Nadalje, kombinirajuéi (4.1) i (4.5) imamo uvjet za ortogonalnost

/ L () P () = 20
" i Con+41

5 Legendreovi polinomi u kvantnoj mehanici

(4.4)

U kvantnoj mehanici komponente operatora kutne koli¢ine gibanja (L) su oznacene kao Ly,

gibanja L te komponente z L, koji podrazumijeva rjesavanje sljede¢ih jednadzbi

L290lm - th(l + 1)4;0lm szlm - mh(plm

L, i L,. Cilj nam je pronaci zajednicke svojstvene funkcije ¢y, za operator kutne koli¢ine

(5.1)

Kako bismo dobili svojstvene funkcije ¢, prije¢i ¢emo iz Kartezijeva u sferni koordinatni

sustav pomocu sljedec¢ih transformacija

x =rsinfcos o
y = rsinfsin ¢
z =rcosb,

sto za rezultat daje

L$ — —Zh(ya _ Z) = Lx = Zh(Sln 908819 + COtlgCOS 808890>

10



(.0 d : 0 .0
L,= _Zh<zc9x — x@z) = L,= 2h< —Cospog + cot ¥ sin ¢&0)

. 0 0 L 0
L,= _Zﬁ<xay - yam> = L,= —Zﬁ%

P=L+L+L1 =

1 0 B 1 o
2 - 2 e : s -
L7=—h Lmﬁ@ﬁ(smﬁaﬁ) +sin2198<p2] (52)

Nakon sto smo presli u sferni koordinatni sustav mozemo potraziti rjesenja jednadzbi (5.1).

Ta rjesenja su zajednicka za mnoge grane fizike i nazivmo ih sfernim harmonicima uobicajeno
oznacenih sa Y,". Stoga sa obiljezavanja sa ¢, prelazimo na Y,". Sada jednadzba za L. u
(5.1) postaje

LY™=hmmY"™ = —mgy,;" = hmY™
dp
)

i

Vidimo da prethodna relacija ovisi samo o varijabli ¢ pa mozemo pretpostaviti

Y™ = imY™. (5.3)

Y (0, 0) = ()07 (V)
Rjesenje prethodne diferencijalne jednadzbe je
D, (p) = Ce™

Konstantu C' izra¢unat ¢emo normiramo li ®,,(p)
2m
/ ‘(I)m’Qd(P =1
0

2m . .
|C|2/ e—zmcpezmcpdgb =1
0

Primjenit ¢emo isti postupak i za L?
L*Y™ = R*n(n + 1)Y,™

11



Rjesenje je oblika
1 )
Y = —e"?o (¥
T AT

Uvrstavanjem dobivenog rjeSenja u izraz za L? u (5.1) te, takoder, uvr§tavanjem L? kako smo

ranije izracunali, slijedi

1 d/ . dO© m
sinﬂdﬁ(smeclﬁ) + [n(n—i—l) — ]@ =0.

Uvedemo li supstituciju g = cos?

—1<pu<l1

Postavimo li da je m = 0in(n+1) = A u relaciji (5.3) dobivamo Legendreovu diferencijalnu

jednadzbu

ch [(1 - uz)dzn} +X0,=0, ©) =06, (5.5)

U odnosu na relaciju (5.2) vidimo da je (5.5) jednadZba svojstvenih vrijednosti za L?/h
sa svojstvenom vrijednostu A. RjeSenje za (5.5) moze se potraziti kao razvoj u red. Zahtjev
razvoja da rjeSenja ostanu ograni¢ena unutar intervala —1 < p < 1 podrazumijeva da svojstvena
vrijednost A\ mora biti oblika n(n + 1) gdje je n > 0 konstanta ta da niz rjeSenja za ©,, sadrzi,
najvise, konacan broj clanova koji ¢ine ©. Drugi zakljucak ukazuje da je ©,, polinom stupnja
n i to su upravo Legendreovi polinomi koje u ovom slu¢aju mozemo i oznaciti sa ©,, = P, (u).

Rjesenja mozemo zapisati u sazetom obliku pomocu tzv. Rodriguesove formule

1 d

2 n
== (A1
2nn! dum (i )

Po(p)

6 Legendreovi polinomi u elektrodinamici

6.1 Fizikalna interpretacija funkcije izvodnice

Funkcija izvodnica Legendreovih polinoma ima vaznu i zanimljivu interpretaciju. Uvedimo
sferne koordinate (r,6, ). Postavimo naboj ¢ u tocku a na pozitivhom dijelu osi z, kako je

prikazano na slici 2. Potencijal u tocki (r,#), koji je neovisan o ¢, moze biti izracunat kao (gdje

12



smo 7y izra¢unalo pomoéu kosinusovog poucka)

g 1 q 1
r, 0
¥(r0) = deg 47r50 Vr2 4+ a2 — 2arcos 6

q
Amegr,

P =

1

Slika 2: Elektrostatski potencijal

Prethodni izraz je u biti funkcija izvodnica. Kako bismo primjetili podudarnost, napisimo

relaciju kao

2
q a a q a

0) = 1—-2- 0+—) = 0, —
¥(r,6) 4 ( r O +7"2> 47T€0rg(cos ’r)

TEQT

ZP cos@)( )n (6.2)

47r507“ =

Niz u (6.2) kovergira kada je r > a. Pozelimo li izraz za 1 (r,0) kada je r < a preudredit
¢emo (6.1) u
~1/2

2
¥(r,0) = 4 <1—2rCOSQ+TZ) ,
a a

4mega

gdje opet prepoznajemo razvoj funkcije izvodnice, ali sada u sljede¢em obliku

13



W(r, 6) ZP cos 6 ( ) (6.3)

47r50a

koji vrijedi kada je r < a.

6.2 Razvoj ﬁ

Jednadzbe (6.2) i (6.3) opisuju interakciju naboja g na polozaju @ = ae, te jedini¢nog naboja
na polozaju r. Neka je ry = r, a 7y = a. éinjenica da je a paralelno sa z osi nam nije od
velike vaznosti za izracun 1/|r — al; bitne veli¢ine su r,a i kut € izmedu r i @. Sada mozemo
prepisati ili (6.2) ili (6.3) s neutralnijom notacijom kako bismo odredili vrijednost 1/|r; — r2| u
uvjetima veli¢ina 71, 75 1 kuta izmedu njih (). Definiramo li 7~ i 7~ koji su redom veéi i manji
od 7y i ry relacije (6.2) i (6.3) mozemo iskombinirati u jednu jednostavnu jednadzbu

¢« _ 1y (r<>nPn(cosx) (6.4)

11 =72 s\
koja ¢e konvergirati svugdje osim u r; = rs.

Razmotrimo slucaj kada je ry > r9. Uz prethodnu pretpostavku napisimo % % kao

1 1 _ 1 =
r12 \/r%—kr%—QﬁT’gCOSX 7"1\/1—1-(:?)2—2(:?) Cos X
Sy
Py —7r2| 7 nz:%) " | ) o

Bududi da je r; > 7y relaciju za % mozemo razviti u konvergentan red po binomnom poucku

(uz pretpostavku da je r; > 0)

-1 —1)(a—2
(1+x)a=1+aaz—l—&(a2‘ )x2+a(a 3)'(04 )933+
_ 1 1-3 1-3-5 > (2n — 1!

1 1/2:1_7 2 3 -1 17’L n 6.6

(1+2) 2" T Taaet T +n§( T (6:6)
Uvrstimo

2
:c:(TQ> —2<T2)cosx
1 ]

5_1

7 Smo izrac¢unali pomoc¢u kosinusovog poucka kao u relaciji (6.1) s iznimkom da ¢emo u ovom odjeljku,

kako je ve¢ receno, koristiti neutralnu notaciju.
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u relaciju (6.6) za é ¢emo dobiti

A1 o) ) I ()]
()}

Preuredimo li prethodni izraz tako da grupiramo ¢lanove s istom potencijom % dobivamo

1 1 2r3 1 315 3 4
— {1 - —Cosx—i— (7’2) [ cos? x — } + <T2) [ cos® x — COSX] +¢ <TQ) } (6.7)
T12 T1 ™ T 2 2 ™ 2 2 T1

Razvoj nam pokazuje da su P, nista drugo nego Legendreovi polinomi. Ovaj rezultat ne bi

trebao biti iznenadujudi jer je zapravo = funkcua izvodnica Legendreovih polinoma. Drugim
rije¢ima, razlika vektora r1 i ro daje Jednostavnu geometrijsku interpretaciju funkcije izvodnice.
Iz relacije (6.7) mozemo isc¢itati Legendreove polinome kao koeficijente koji su grupirani uz

potencije 15/ jednako kao u tablici 1, ali sada s varijablom x = cos x.

7 Elektricni multipoli

Vratimo li se u (6.2) te se ograni¢imo na razmatranje r > a, mozemo primjetiti da pocetni
¢lan (sa n = 0) daje potencijal koji bismo dobili kada bi naboj ¢ bio u ishodistu i da sljedeéi
¢lanovi moraju opisati korekcije koje proizlaze iz stvarnog polozaja naboja. Jedan od nacina
za dobivanje i razumijevanje drugog i sljede¢ih ¢lanova razvoja je razmotriti sto bi se dogodilo
dodamo li drugi naboj —q u tocku z = —a (Slika 3). Potencijal koji nastaje zbog drugog naboja
dat ¢e izraz slican izrazu (6.1) s iznimkom da oznake za ¢ i cosf moraju biti preokrenute (kut

nasuprot ro je m — ). Sada imamo

q 1 1
Y=g (_>
TEY \T1 T2

q a a2\ ?
= [(1—2C089+>
dreor r 72

-1/2

2
— (1—1—2@0059—1—a2>
r r

|

[ZP COS@)( )n - ipn(COSQ)(— a)n}

47?507“ gy r

15



[ZP COSH( ) —i(—l)”PAcos@)(Z)n}

47r507" =

ZP cosQ( ) [1%—(—1)’“rl

47r50r

29 [a a?
= Treor { Py (cos ) + — P3(cos0) + } (7.1)

2

1

Slika 3: Elektri¢ni dipol

Ovakav sustav naboja nazivamo elektricni dipol gdje je vode¢a ovisnost o r ide kao 1/r2.
Jakost dipola (zvanog jos i dipolni moment) moze biti definirana kao 2qa, koji je jednak jakosti
svakog naboja pomnozenog sa 2a. Pustimo li da @ — 0 prevladat ¢e prvi ¢lan razvoja

2aq Pi(cos )

U ey (7.2)
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&= —q 2=

Slika 4: Linearni elektri¢ni kvadripol

Zbrajajuéi funkcije izvodnice svakog pojedinog naboja nas razvoj poprima oblik

PXEDVS

7

ia;”
47r5 . (cosf) + Z qr2 Py(cos ) + }

1
" Armegr

[Mo + %Pl(cos 0) + %PQ(COS 0) + } (7.3)

gdje su p; multipolni momenti raspodjele naboja; po je 2°-pol ili monopolni moment. Nje-
gova vrijednost je jednaka ukupnoj mreZi naboja u raspodjeli. j; je 2'-pol ili dipolni moment
jednak ¥, g;as;ps je 2%-pol ili kvadripolni moment dan kao 3, ¢;a;% itd. Na$ opéeniti (linearni)
multipolni razvoj ¢e konvergirat za vrijednosti kada je r veéi od svih a; za svaki pojedini naboj.
Drugim rije¢ima, razvoj ¢e konvergirati u tockama dalekim od koordinatnog pocetka u svim

dijelovima raspodjele naboja.

Dalje se pitamo sto se dogodi ako pomaknemo ishodiste koorinatnog sustava. Ili razmotrimo
pomicanje r za |r — rp|. Za r < r, binomni razvoj od 1/|r — 7,|" ¢e imati op¢i oblik
1 1 Tp

- _ i
r —rpm + rntl

+ o (7.4)

s rezultatom takvim da na prvi ¢lan razli¢it od nule jednadzbe (7.3) nece utjecati pomak od
ishodista sto bi znacilo da najnizi moment razvoja razli¢it od nule bit ¢e neovisan od naseg
izbora ishodista. Ali svi visi momenti ¢e se promijeniti ukoliko pomjerimo ishodiste. Osobito,
ukupna mreza naboja (monopolni moment) ¢e uvijek biti neovisna od toga kako smo izabrali
ishodiste. Dipolni moment ¢e biti neovisan od tocke razvoja samo kada je mreza naboja nula;

kvadripolni moment ¢e imati takvu neovisnost samo ako i dipolni momenti i mreza naboja
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iS¢ezava.

8 Zakljucak

Legendeovi polinomi jednostavan su i koristan matematicki alat koji se pojavljuje u rjesenjima
mnogih fizickih problema sa sfernom simetrijom. Javljaju se i kada rijesimo diferencijalnu jed-
nadzbu u kojoje je Laplaceov operator izrazen preko sfernih koordinata. Buduéi da se Laplaceov
operator javlja u mnogim bitnim relacijama, kao sto su valna, Schrodingerova jednadzba, elek-

trostatika,Legendreovi polinomi pokrivaju vrlo siroko podrudje fizike.

9 Dodatak

Slika 1 radena je u programskom jeziku Python 3.2. U nastavku se nalazi kod

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
x = np.linspace(-1,1,100)

def P_1(x):
y=X
return y
y_1=P_1(x)
plt.plot(x,y_1)

def P_2(x):
y=0.5%(3*x**2-1)
return y
y_2=P 2(x)
plt.plot(x,y_2)

def P_3(x):

y=0.5%(5*x**3-3*x)

return y

18



y-3=P _3(x)
plt.plot(x,y_-3)

def P_4(x):
y=0.125% (35 x**4-30%x**2+3)
return y
y-4=P _4(x)
plt.plot(x,y_4)

def P_5(x):
y=0.125*(63*x**5-70%x**3 4 15%x)
return y
y-5=P _5(x)
plt.plot(x,y_5)

def P_6(x):
y=0.0625%(231*x**6-315*x**4+105*x**2-5)
return y
y-6=P_6(x)
plt.plot(x,y_6)

def P_7(x):
y=0.0625%(429*x**7-693*x**5+315*x**3-35*x)
return y
y_7=P_7(x)
plt.plot(x,y_7)

plt.ylim(-1,1)

plt.axvline(color="black”, zorder=-1)

plt.axhline(color="black”, zorder=-1)

plt.xlabel("z”)
plt.ylabel(”P_n(z)”)
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plt.legend(['P_1(z)’P2(x)’ ) P3(x)’,) P-4(z)’,) P5(z)’, P6(x)’,P-7(x)’], loc = "upper left”,
prop='size’:6)

plt.show()

Preostale slike su radene u alatu GeoGebra sa sljedeéeg linka: https://www.geogebra.org/apps
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