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VARIJACIJSKE METODE

JOSIP ZIVKOVIC

Sazetak

U ovome radu ukratko ¢emo se upoznati sa osnovama varijacijskih metoda. Bavit ¢emo
se problemom traZenja lokalnog minimuma odredenog funkcionala, na nac¢in da trazimo nuZne i
dovoljne uvjete postojanja ekstrema tog funkcionala. Upoznat ¢emo se sa Euler - Lagrangeovom
jednadZbom, Hamiltonovim nacelom, Sturm-Liouvilleovim operatorom i Rayleigh-Ritzovom
metodom. Takoder, razmatrat ¢emo viSe metoda pronalazenja svojstvenih vrijednosti. Na
poslijetku ¢emo pokazati kako se varijacijski postupak moze prosiriti za slucaj viSe nezavisnih

varijabli.

(stranica 38, slika 3, fusnota 8)
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Abstract

In this paper, we will shortly be introduced to the basics of Calculus of Variations. We
will deal with problem of finding a local minima of certain functional in a way to seek the
necessary and sufficient conditions for the existence of ekstreme of this functional. We will meet
with Euler-Lagrange equation, Hamilton's principe, Sturm-Liouvilles operator and Rayleigh-Ritz
method. Also, we will consider more methods for finding eigenvalues. In the end, we will show

how calculus of variations can be extended to handle more than one independent variable.

(pages 38, figures 2, footnote 8)
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1. Uvod

Jedna od najzanimljivijih 1 vaznijih metoda koriStenih u matematickoj fizici je teorija
varijacija. Nastajanju varijacijskog racuna pridonijeli su neki problemi koje je inace bilo teSko
rijeSiti. Varijacijski racun se primjenjuje na probleme u kojima se neka veli¢ina treba
minimizirati ili maksimizirati, a ona je dana u obliku integrala. Varijacijske metode sluze za
modeliranje i rjeSavanje vaznih matematickih, fizikalnih i inZenjerskih problema. Problemi koji
se rjeSavaju pomocu varijacijski metoda su diferencijalne jednadzbe, svojstvenih vrijednosti itd.
Jedan on najstarijih problema koji je rijeSen uz pomo¢ varijacijskih metoda je problem
brahistokrone. Problem kod kojeg je potrebno minimizirati vrijeme potrebno da Cestica dode od

jedne tocke do druge.



2. Problem brahistokrone krivulje

Da bi pojasnili varijacijske metode i pokazali mogucnosti rjeSavanja problema, zamislimo
Cesticu mase m koja klizi, pod utjecajem gravitacije, po nekoj krivulji R, od tocke A do tocke B
(Slika 1.). Ako su tocke A i1 B fiksirane i ako se Cestica u pocetku nalazi u stanju mirovanja,
kakva mora biti krivulja R da bi vrijeme za koje Cestica dode do to¢ke B bilo minimalno? Trenje

i ostale otpore zanemarujemo.

Slika 1. Krivulja R

Krivulja koja zadovoljava ovakve uvjete naziva se brahistokrona. MoZemo pretpostaviti da
ovakva krivulja optimalne vremenske putanje Cestice doista postoji. Matematicka formulacija
ovog problema je sljedeca:

s obzirom da putanja Cestice mora proci kroz tocke A= (0,0) i1 B = (a,b) samo jednom, tu krivulju
mozemo opisati kao glatku funkciju jedne varijable y = y(x). Gdje graf predstavlja putanju

Cestice. Iz zakona o oCuvanju energije, neovisno o obliku krivulje R, znamo da ¢e Cestica m pri

y . _ds _
prolasku kroz tocku (x,y) imati brzinu v = ol 29y

dy 2
14 (—)
ds X
dt = — = ~————dx
v 2gy

potpuno vrijeme silaska je

Uzimaju¢i razli¢ite funkcije y(x), dobit ¢emo razli€ite vrijednosti za 7. Drugim rije€ima, 7T je broj
koji ovisi o funkciji y. Matematicki problem je pronaci funkciju y(x) koja ¢e nam dati minimum
za varijablu 7. S gledista fizike, funkcija y(x) mora imati odredena ograni¢enja kao $to su: mora
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biti neprekidna, mora biti dvostruko derivabilna, zbog postojanja d*y/dx* ona je izravno

povezana s postojanjem ubrzanja Cestice. Takoder je ocito da y(x) mora zadovoljavati relacije:
y(0)=0 y(@)=b>b

s obzirom da krivulja mora pro¢i kroz tocke A i B.

Ovako formuliran problem odredivanja brahistokrone postaje specijalni, najjednostavniji primjer

varijacijskog racuna: izmedu svih funkcija y(x) s zadanim vrijednostima u dvije tocke, y(xp) = yo,

y(x;) =y, pronaci one koje daju ekstrem u integralu
Xt
J0) = | Oy
Xo

gdje je F(y,y',x) eksplicitno zadana funkcija od tri varijable: y, y'i x.

3. Euler - Lagrangeove jednadzbe

Uobicajen postupak za pronalaZenje ekstrema funkcija od jedne ili viSe varijabli sastoji se od
iducih koraka: izaberemo proizvoljnu tocku definiranu s nezavisnim varijablama (xy, yo, 2o, -..),
zatim uvedemo proizvoljne beskona¢no male promjene (dx, dy, dz, . . . ) 1 formiramo totalni

diferencijal funkcije fix, y, z, . . . ),

af af
df =—d —d
f 0x X+ dy y+
s pretpostavkom da su sve parcijalne derivacije izraCunate u tocki (xg,yg, . . .). S obzirom da df
mora nestati u ekstremu, bez obzira kakvi su dx, dy, . . ., slijedi da sve parcijalne derivacije

moraju nestati u tockama (xy,yo, . . .) ako se Zeli zadovoljiti uvjet za ekstrem

of of

- = = ... = (.
0x Y=y dy

X=Xo
Y=Yo

RjeSavanjem gornjeg sustava jednadzbi dobivamo koordinate tocke (xg,yo, . . .).
Kod varijacijskog postupka koristi se ista osnovna ideja. Umjesto tocke (xg,yp, . . . ) radimo s
partikularnom funkcijom y(x), koju ¢emo oznaciti s y(x). Za funkciju y(x) mora vrijediti:

v(%o) = Yo, v(x) =y, A(Xo,¥0), B(x1,y1)
Kao sljede¢i korak razmatra se mala promjena funkcije y(x) tako Sto se mali umnozak druge
funkcije u(x) doda na y(x):

y(x) = y(x) + eu(x)

s obzirom da funkcija mora prolaziti tockama (xg,yp) 1 (x;,y1), to znaci da u(x) mora biti jednaka
nuli u tim tockama. Inace u(x) je skoro proizvoljna ali se mora dobro ponaSati bas kao 1 y(x). Na

taj je nacin u osnovi moguce proizvoljno promijeniti oblik funkcije y(x) sve dok se nova



funkcija zadrZi infinitezimalno blizu y(x), tako $to izaberemo dovoljno mali €. Clan gu(x) &esto
se oznacava s Oy i zove se varijacija funkcije y. Razlika izmedu dy i oy je u tom $to y ovisi o
beskonacnom broju parametara (x, y, z, . . . ), pa Oy predstavlja beskonacan broj neovisnih
promjena, dok dy predstavlja samo promijenu varijable .
Promjena oblika funkcije y(x) rezultira promjenom vrijednosti integrala J. Naime, vrijednost
podintegralne funkcije F se mijenja u svakoj tocki x buduci da su vrijednosti y 1 y' promijenjene
u svakoj tocki x

y®) = y@+ eu®  y® = v+ eu'(®),
Stoga nova vrijednost F(y, y', x) razvijena do ¢lanova prvog reda po € glasi

JoF JoF
FWW + ey, Y’ + su',x) =2 F(Y, ¥, x) +— * eU + — * gu’.
(W + e ) =F(h W0+ 57 you
yr=yr yr=yr
Napominjemo da funkciju F treba prvo derivirati po y i y' a tek potom uvrstiti funkcijske izraze

y(x) 1 y'(x). Kao rezultat ovog razmatranja integral J ¢e se promijeniti za dJ:

X1
8] =f F(y + eu,y eu,x)dx
Xo

J-xl ) X1 aF
- F(w,\y,x)dxzsj -
Xo X0 ay

Provede li se parcijalna integracija drugog €lana gornjeg izraza, uz uzimanje u obzir da je u(xp) =

oF ,
_oku+— *u |dx.
Y=y, dy'l y=v
y =y =y

u(x;) = 0, nakon sredivanja dobije se sljedeci izraz

57 = fxl oF d(E)F)]
/= e oy dx\oy'

Xo

u dx.

y'=y

Jednostavnom se argumentacijom moze do¢i do zaklju¢ka da o6J mora iS¢eznuti u minimumu.
Naime, za dovoljno mali ¢ predznak JJ odreden je Clanovima prvog reda pa bi, u slucaju da
je 8] # 0, s odgovarajué¢im predznakom & dobili dJ < 0 (§to znaci da nismo u minimumu). Sli¢na
se argumentacija moZe provesti i za maksimum. Zakljucujemo da J/ = 0 nuZan uvjet za

minimum, a kako to mora vrijediti za proizvoljni u(x) 1 dovoljno mali ali konacan &, slijedi da je

*1 aF
_——— dx = 0.
f Jdy dx ay)] uax
y'=y
Sto se ¢ini moguéim samo ako vrijedi

oF d <6F) B

oy dx\dy' B
y'=v

Rigorozna potvrda gornje tvrdnje posljedica je sljedeceg teorema:

7



Fundamentalni teorem varijacijskog ra¢una. Ako je f(x) neprekidna na intervalu (x¢,x;)
1 ako integral

X1
| reogma

Xo
iS¢ezava za svaku kontinuirano diferencijabilnu glatku funkciju g(x) na intervalu (xo,x;) i koja
iSezavazax =Xo1 X =Xj, tadaje f(x) =0za x5 < x < x4.
Dokaz. Neka je f(§) # 0 za neki & takav da je x, < § < x1. Pretpostavimo da je fi§) > 0. Zbog
kontinuiranosti f{x) mora postojati interval (§ —¢, £+ ¢) takavdajefix)>0za—e<x <x+

&

g(X)={(x_5+£)2(x—f—€)2: E-e<x<&+e)

0, (inace).
Lako je provjeriti da je g(x) glatka u intervalu (xo,X;) a iSezava za x = X 1 X = X;. Integral
X1 E+e
| regean= | ree-grere ¢ -ertar
je pozitivan s obzirom da je f{x)>m, gdje je m minimum od f(x) u (§ —¢, & + &) i m mora biti
pozitivan s obzirom da je f(x) pozitivno. Ovo eliminira moguc¢nost da je f (§ ) > 0 za neki &.
Rezultat prethodne analize je taj da izraz
or_d on)
oy dx\dy’

mora nestati kad god je y zamijenjen s funkcijom y(x) Sto integral J €ini ekstremom. Ovaj se

izraz nekada naziva Lagrangeova derivacija F(y, y', X) po varijabli y(x) i oznacava se s z—l;. Da bi

pojednostavili oznacavanje, funkcija y(x) moZe biti preimenovana u y(x) i tada mora zadovoljiti
relaciju

oF _ 4 (O_F> _9F _,

oy dx\ay') &y
poznatu kao Euler - Lagrangeova jednadzba. To je obi¢na diferencijalna jednadZba drugog reda

po y(x). Uistinu parcijalne derivacije funkcije F=F(y, y', X) su op¢enito neke funkcije od y, y' i x:

OF .
a_y_ (p(y;y:x):

Prema tome

d (0F _dx

ili

oF

5—y,=x(y,y,x)-

( ) _ Ox0x ,+6x .
dx\dy') dx 0xdy ay’y



d <6F) d0°F d0°F 0%F

dx \ay’ - 0xdy * ayay’y,-l_ ayzy”'
Euler - Lagrangeova jednadZzba mora biti oblika
0*°F , 0*F , 0°*F OF
dy? y + ayay'y oxdy 0y’ -

S obzirom da su sve parcijalne derivacije F funkcije od y, y'i x, ova diferencijalna jednadzba
nema viSih derivacija od druge po y.

Funkcije koje zadovoljavaju Euler - Lagrangeovu jednadzbu, kao i prigodne grani¢ne uvjete,
osiguravaju da varijacija oJ funkcije J iSCezava u okviru prvog reda. Ovo je nuzan ali ne i
dovoljan uvjet jer se moZe dogoditi da je dJ = 0 u okviru prvog redu a da nije ostvaren ekstrem.'
U svakom slu¢aju Euler — Lagrangeova jednadzba odreduje tocku gdje je integral J stacionaran.

Potrebna je dodatna provjera kako bi se odredilo je li u pitanju ekstrem ili ne.
Prethodnu analizu moZemo primijeniti na problemu brahistokrone. S obzirom da je faktor \/%_g
konstanta, za problem brahistokrone mozemo napisati

2

FOy,m = |2 = (14 y?)i/2y-112
1 izracunati
aF 1 3 2.1 oF 21 _1
oy~ 2Y fAtryn Gm=y Aty )iy s
i(a—F) = (1 +yD) 2y Iy —y Ay 2y Ty -y 2y 4y R,
dx \dy 2

Formiranjem Euler — Lagrangeovu jednadZbe 1 pojednostavljenjem dobije se
2y"y +1+y% =0
Budu¢i da dobivena diferencijalna jednadzba ne sadrzi x moZemo napraviti standardnu zamjenu
y=p vy =(dp/dy)p
te provesti jednostavnu integraciju koja daje
y(l + y’z) =k

gdje je k neka neodredena konstanta. Nadalje slijedi

Pogodna zamjena je y = (k/2)(1-cos 8) = k sin2(9/2)

'Ova situacija je analogna kod koriStenja funkcija viSe varijabli: tocka gdje sve parcijalne derivacije iS¢ezavaju ne
mora biti ekstrem, moZe biti samo tocka pregiba.



0
dx = k sin? Ed@

k
x = > (6 —sinfB) + k;  (kq je konstanta).

Izborom da je 6 = 0 u tocki A= (0,0), zaklju¢ujemo da je k; = 0. Konstanta k, i pripadajuca

vrijednost & moZe se dobiti iz uvjeta da nasa krivulja prolazi kroz to¢ku B = (a,b):
k k
a==(60—-sinf), b==(1-cosh)
2 2
Prema tome, brahistokrona je opisana u parametarskom obliku:
k k
x = 5(0 —sinf), y = 5(1 — cos0).

Ove jednadZbe predstavljaju cikloidu koja daje minimum za vrijeme T.

4. Hamiltonovo nacelo

Krenut ¢emo od poznatog varijacijskog problema da pronademo putanju koja ovaj integral
Xt
J= f F(y,y,x)dx
Xo

minimizira. On se svodi na diferencijalnu jednadZbu nepoznate funkcije y(x). Ako je dana
diferencijalna jednadZzba drugog reda za nepoznatu funkciju y(x), onda bi trebalo biti moguce
povezati y(x) s nekim varijacijskim problemom. Zamislimo na primjer diferencijalnu jednadzbu
harmonijskog oscilatora
d?x
mﬁ + kx = 0.
Nezavisna varijabla je vrijeme t 1 funkcija koju trazZimo je x(¢). Lako je konstruirati funkciju
F(x,x',t) takvu da je diferencijalna jednadzba zapravo Euler — Lagrangeova jednadZzba za F.

Funkcija

mx?  kx?

2 2

¢e sigurno zadovoljiti uvjete. Primijetimo da je ova funkcija razlika izmedu kineticke i

F(x,x,t) =

potencijalne energije oscilatora. S obzirom da je moment koli¢ine gibanja ocCuvan, F je

Langrangova funkcija ®@(x, x, t). Ovo nije iznenadujuce s obzirom da je Lagrangeova jednadZba

d 0\ 00\
ailaz)~ (52) =

gibanja
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identi¢cnog oblika kao 1 Euler — Lagrangeova jednadZba. LagranZijan moZemo povezati s
Hamiltonovim nacelom. Medu svim gibanjima Cestica pod djelovanjem konzervativnih sila
izmedu dvije dane tocke za vrijeme danog intervala vremena (to, t), gibanje mora biti takvo da ¢e

integral

t
J=| Fx, % t)dt

to
biti stacionaran. Ova tvrdnja je vaZnija za sustav s viSe stupnjeva slobode, drugim rijeCima, za
varijacijske probleme koji ukljucuju vise od jedne funkcije.
Promotrimo integral

X
jzf F(y,v,z 2z x)dx
X

0

koji ovisi o dvije nepoznate funkcije y(x) i z(x). MoZemo varirati J prave¢i male izmjene na
funkcijskim oblicima od y i1 z. Ove promjene su nezavisne:
y&x) 2 y&) + gui(x),  z2(x) = z(x) + g2ux(x)

gdje je uy (xg) = uy(x1) = 0iuy(Xy) = uy(x4) = 0. Tada imamo:

F(y,equy,..) = F(y,y,2,..) + a—Fslul oF —gu'; + a—Fszuz oF —gu, .
dy ay' 0z 0z’
Parcijalno integriramo kao i prije
d] = j ——— 6F>] giuq + [O_F_ia_F szuz}dx.
ay dx ay 0z dxdz'

S obzirom da su u; i u; proizvoljni, postavimo u; = 0 i napiSimo dobivenu Euler — Lagrangeovu
jednadzbu po y(x):

(-

oy dx\dy'

takoder ako stavimo da je u; = 0 onda dobivamo jednadZzbu za z(x)

oF d(aF) 0
0z dx\oz'

rjeSavanjem ove dvije jednadZbe moZemo dobiti funkcije y(x) i z(x). Takoder primje¢ujemo da
¢e ove parcijalne derivacije od F sadrZzavati obje nepoznate funkcije i njihove derivacije kao i
nezavisnu varijablu x. To znaci da ¢e se Euler — Lagrangeove jednadzbe spojiti u sustav
diferencijalnih jednadZzbi drugog reda.

U klasi¢noj mehanici ovo vodi do formulacije Hamiltonovog nacela za sustav od proizvoljnog
broja stupnjeva slobode, kao na primjer viSeCesti¢ni sustav. LangranZijan je funkcija od n
generaliziranih koordinata q;(f), ¢2(¢), ... 1 njihovih derivacija ¢, g, ..., te 1 vremena. Princip je
isti kao 1 prije, osim $to viSe nije u pitanju jedna Cestica, nego je ona zamijenjena s dinami¢nim

11



sustavom i vektorima koji odreduju njihov poloZaj. RjeSenje je u obliku diferencijalnih jednadzbi
ovog oblika:

d(@@) <6(D)_O (=12 )
at\ag, A i=1,2,..,n).

5. Problemi koji ukljuc¢uju Sturm-Liouvilleove operatore

Mnogi problemi u matematiCkoj fizici ukljuCuju diferencijalne operatore Sturm-

Liouvilleovog tipa:

L= %[p(x);—x] — (),

gdje su funkcije p 1 s nenegativne, p(x) > 0, s(x) > 0, unutar razmatranog intervala. U ovom

slucaju neka interval bude (0, L) 1 prou¢imo diferencijalnu jednadzbu ovog oblika

d d
2] -swy =@,

gdje je f(x) dana funkcija i y(x) nepoznata funkcija.

L
] = f [py”? + sy? + 2fy]dx.
0
Funkcije koje imaju konstantnu vrijednost u y(0) = a, y(L) = b i prave J stacionarnim, moraju
zadovoljavati diferencijalnu jednadzbu i obratno. Ako y(x) iS¢ezava za x = 01 za x = L, Sto je
Cest slucaj, moZemo pisati:

L
f py”“dx = ypy'l —f
0 0

L L

d , d
y§(py)dx = —f ya(pdex

0
L

J= —f (y Ly — 2fy)dx.
0

Da bi potpuno iskoristili varijacijske formulacije, napravit cemo dokaz da ako je p(x) > 01 s(x) >
0 postoji rjeSenje od
d r
L Py)—sy=f
koje zadovoljava uvjet y(0) = a, y(L) = b i da je to rjeSenje jedinstveno.
Pretpostavimo da postoje dva rjeSenja y;(x) i y2(x) koja zadovoljavaju diferencijalnu jednadzbu i

rubne uvjete. Sto znali da njihova razlika u = y; - y, mora zadovoljavati homogenu

diferencijalnu jednadZzbu

T [p(x) Z—Z] —s(u=0
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1 homogene granice u(0) = u(L) = 0. Ako pomnoZimo gornju diferencijalnu jednadzbu s u(x) i

integriramo u intervalu od 0 do L
jL d [ du 4 j‘L 2 gy = du
Oudxpdx X Osu X =up—

fL d[ du]d _aut
Oudx Plax] ™ = Py

L

L
—jsuzdx=0
o Jo

L rduy? Ly
- — dx=—f “dx
0 _Lp<dx) Opy
L 2
j (pu' +su2)dx=0.
0

S obzirom da ni jedan Clan ne moZe biti negativan, oba moraju biti 0, ali zbog naseg uvjeta

p(x)>0, moramo imati u' = 0 ili u = konstanta. Takoder u(0) = 0, §to znaci da u(x) mora biti
jednak nuli. Te dolazimo do ¢injenice da mora postojati samo jedno rjeSenje y(x) za nasu
originalnu diferencijalnu jednadzbu 1 rubne uvjete.
Nastavljaju¢i ka dokazu postojanja, prihvacamo Ccinjenicu da postoje neka rjeSenja nase
diferencijalne jednadzbe. Zelimo pokazati da se moZe odabrati rjeSenje koje zadovoljava y(0) =
a i y(L) = b. Takoder prihvacamo Ccinjenicu da postoje dva linearno neovisna rjeSenja
odgovaraju¢e homogene diferencijalne jednadZbe.
Neka u;(0) bude netrivijalno rjeSenje homogene diferencijalne jednadZzbe tako da u;(0) = 0, onda
mora u;(L) # 0, inace u;(x) bi bilo nula. Neka je u,(x) drugo netrivijalno rjeSenje homogene
jednadzbe tako da up(L) = 0 1 uy(0) #0. Konacno neka je yo(x) bilo koje rjeSenje homogene
diferencijalne jednadzbe, 1 kreiramo funkciju
y(x) = yo(x) + Cruy (x) + Cruy (x).

Ocigledno, ova funkcija zadovoljava nehomogenu diferencijalnu jednadzbu. Kako bi zadovoljila
nase rubne uvjete moramo imati

C1u1(0) + Couz(0) + ¥4(0) = a

Ciuy (L) + Coup (L) +yo(L) = b

na temelju odabranih svojstava u; i u; mozemo rijesiti jednadzbu za C; i C, eksplicitno.

b — ¥o(L)
“ T

_a—y(L)
(2 = uy (L)

Uocavamo da C; i C; mogu biti jednaki nuli, ali su dobro definirani. Kombiniranjem ovoga sa
svojstvom jedinstvenosti, zaklju¢ujemo da jedinstveno rjesenje nasSe diferencijalne jednadzbe s
rubnim uvjetima postoji.

Sada smo u poziciji da dokaZemo sljedeci teorem varijacijskog racuna
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Teorem. Unutar klase funkcija koje su glatke na (0,L) i zadovoljavaju y(0) = a, y(L) = b,

funkcional

L
J = f Py +sy? +2f0dx  PG) > 0,5(x) = 0)
0

doseZe minimum ako i samo ako y(x) je rjeSenje Euler-Lagrange jednadZbe. SuStina teorema je
da sada definitivno govorimo o minimumu, a ne o stacionarnoj tocci.

Dokaz. Neka je y(x) jedinstveno rjeSenje diferencijalne jednadzbe i rubnih uvjeta, i neka je y(x)
bilo koja druga glatka funkcija koja zadovoljava rubne uvjete. Takoder neka je y(x) — ¥ (x) =

¢(x); onda je ¢ glatka i nestaje kada x = 0 i x = L. Sada imamo:
yE =9+ 299 + ¢?
yi=9?+20'0' +9?

L L
A =]y} - J{y} = Zf (Yo" + s + fo)dx +f (pe? + sp?)dx
0 0

ispostavlja se da je prvi integral nula. Parcijalnom integracijom 1 koriste¢i rubne uvjete koje

zadovoljava funkcija ¢, imamo:
L d L

LL’””/‘”/‘”‘ =o'~ fo ® g P )dx = - fo 0= (o )dx

tako da koriste¢i diferencijalnu jednadZbu zadovoljenu od strane y, dobivamo:
L L d
| @vo st + fodx = [ o[-~ + v+ f]dx =0
stoga
L
o = [ @o? + 0¥ dx
0

ocigledno, AJ = 0, povrh toga, A/ = 0 implicira ¢ = 0. Drugim rije¢ima, bilo koji prihvatljiv
y(x) koji nije identi¢an y(x) ¢e dati vecu vrijednost J nego vrijednost koja odgovara y(x), kao Sto

je navedeno.

6. Rayleigh-Ritz metoda

Razmotrimo ponovno problem rjeSavanja diferencijalne jednadzbe

d d
~lpw ] - sty = e,

14



gdje je p(x) > 0, s(x) = 0, uz odgovarajuce rubne uvjete. Konkretno, pretpostavimo y(0) =
y(L) = 0. Znamo da postoje kompletni skupovi funkcija takvih da se naSe rjeSenje mozZe izraziti

kao:

YD) = ) Y ()
n=1
Iz prethodnog poglavlja znamo da je na$ problem ekvivalentan minimizaciji funkcionala

L
J= f POy I + sy + 2f (0)y(x)}dx.
0

Supstitucijom naSeg izraza za y(x) u integral, slijedi

PO R = D > ¥ Y () 9 ()0 (3).

m=1n=1

Uz pretpostavku da se integracija moze provesti ¢lan po ¢lan i definiranje

L
fmm%mmmw=%n
0

dobivamo

L%mwwwu=§§}mmm

m=1n=1

Tretirajuci ostale ¢lanove u integralu na slican nacin, utvrdujemo da je

] = Z Z Apn Y ¥ + 2 Z E.Yn,
n=1

m=1n=1

gdje je
L
Fa= [ f@enGadx,
0

L
Ao = [ DO EIP ) + 5P on (@],

Za koeficijente A,,, 1 F, se pretpostavlja da su poznati, zato Sto je poznat skup funkcija @,.
Nepoznanice su sada koeficijenti Y,. Prema teoremu u prethodnom poglavlju, moZzemo odrediti

te koeficijente iz uvjeta da J mora biti minimalan. Taj uvjet zahtjeva da

a

=0 ().

Izvr§imo li deriviranje i koristimo li o€itu ¢injenicu da A4,,,, = Anm , dobivamo
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Z AknYn + Fk =0 (VR)

n=1

Ovo je sustav beskona¢nog broja spregnutih nehomogenih jednadZzbi.
RjeSenje je jednostavno ako se dogodi da je sustav raspregnut, Sto je slucaj kada je matrica
koeficijenta Ay, dijagonalna. To ¢e se dogoditi ako su funkcije ¢@,(x) svojstvene funkcije

operatora

d d

—lpe =] - s,
Sto se moze lako provjeriti. Ako su svojstvene funkcije poznate onda se koeficijenti ¥, mogu
jednostavno izracunati bez ikakvih poteSkoca (osim, mozda spore konvergencije). Pretpostavimo
da svojstvene funkcije nisu poznate ili da se metoda njihovog proracuna smatra previse teSkom
iz drugih razloga, kao $to je vrednovanje integrala, u tom slu€aju varijacijska formulacija
dozvoljava aproksimativni izraun y(x) tehnikom poznatom kao Rayleigh-Ritz metoda.
Odabiremo konacan broj N funkcija ¢n(x), koje ne moraju biti dio nekog poznatog kompletnog

skupa, ali bi trebale biti linearno neovisne. Pretpostavimo da je za neki izbor koeficijenta Y, izraz

N
() = ) Tagpal0)

bliska aproksimacija pravog rjeSenja y(x). Onda ¢e odgovarajuca vrijednost J, dana kao prije

izrazom
]{}_’} = Z AmnYmYn-l'zanYn
m=1n=1 n=1

aproksimirati pravi minimum J{y}. S druge strane, od svih linearnih kombinacija funkcija ¢@,(x),
mozemo, na neki nacin, tretirati kao najbolju aproksimaciju y(x) onu kombinaciju koja daje J Sto
je blize moguce vrijednosti J{y}. To ocito znafi da moramo odabrati najmanju mogucu
vrijednost J{¥}. U ovoj fazi vaznost teorema u prethodnom poglavlju postaje o¢igledna: kada ne
bi znali karakter stacionarne tocke J, ne bi mogli re¢i kako poboljsati bilo koju aproksimaciju

y(x). Problem minimiziranja J{y} reducira se na skup jednadzbi

N
Z Akn}_,n + Fk = 0
n=1

(k=1,2,....N).
Ovaj ¢e nehomogeni sustav imati jedinstveno rjeSenje ako determinanta matrice A nije nula.
Medutim, to mora biti slu¢aj zato Sto je A pozitivho definitna matrica budu¢i da za svaki

netrivijalan izbor ¥, imamo
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o0 0 L
Z Z A Yo Yn = f (py? +sy?)dx >0
0

m=1n=1
Stoga, sve svojstvene vrijednosti od A su pozitivne i det A # 0.
Napomena: Kvaliteta Ritzove aproksimacije presudno ovisi o izboru funkcija @,(x). U praksi, to

znaci da je potrebno napraviti pretpostavku o obliku rjeSenja y(x).

7. Varijacijski problemi s ograni¢enjima

Problemi maksimuma i minimuma c¢esto uklju¢uju i odredena ogranienja. Na primjer,
ekstrem od F = F(x,y) moZe se traZiti uz ogranienje da su x i y povezani prema jednadzbi
oblika

G(x,y) = C = const.
Pretpostavimo da je nezgodno rijeSiti tu jednadZzbu po y, pa je potrebno zamijeniti rezultat u
F(x,y), i reducirati problem na ekstrem po jednoj varijabli. U tom slu¢aju mozemo Koristiti
metodu Lagrange-ovih multiplikatora koja se temelji na sljede¢em teoremu.
Teorem. Problem odredivanja stacionarnih vrijednosti funkcije F(x,y), uz ograniCenje
G(x,y) = C ekvivalentan je problemu odredivanja stacionarnih vrijednosti, bez ogranicenja,
funkcije

H(x,y) = F(x,y) + AG(x,y)

. . . ... 9G aG oy
za neku konstantu A, pod uvjetom da barem jedna parcijalna derivacija 2y ax 1€ nestane u tocki

ekstrema.
Ovaj se teorem moze generalizirati na proizvoljan broj varijabli i ograni¢enja a takoder ima i
svoj analog u varijacijskom racunu. Pogledajmo sada ideje i za njega.
Prvo, ako je F stacionarna u bilo kojoj to¢ki (x, y,), onda je dF = 0 ili
a—Fdx+a—de= 0 (uxq,yp)-
0x dy

Ovo novo svojstvo uvedeno kroz ograni¢enje je da dx i dy viSe nisu samostalni, i ne slijedi da je

oF oF C e

Py 0, % = 0.1z G(x,y) = C, proizlazi da vrijedi
06, 06 _
ax T T ey T

Gornja relacija odreduje dy u odnosu na dx, ili obrnuto, pod pretpostavkom da je G /dy # 0 ili
0G /0x # 0. Konkretnije, uz pretpostavku dG /0y # 0 piSemo
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gy = 0G/0x
Y =736 ay

Zamjenom u dF = 0, dobivamo

dx (uxg,yo)-

0F 0G 0GOF
(%@ - E@) *=

Kako je dx # 0 (inace dy = dx = 0), imamo
0F0G 0GOF 0

dx dy 0dxdy
Medutim, onda mora postojati jedinstven A takav da
oF G oF aG

a+xa— 0, 54—%@: 0, (uxo,¥o)-

I doista, takav A je eksplicitno dan izrazom
_ 0F/dy
~ 0G/dy

i zadovoljava obje jednadzbe. Prema tome uspostavili smo nuznost ovih jednadzbi za "uvjetnu

stacionarnu to¢ku" F(x,y). Naravno, one takoder karakteriziraju stacionarnu tocku H = F + AG.
Primijetimo da smo morali pretpostaviti da je 9G/dy # 0 ili dG/0x # 0 kako bi nastavili

izvod.” Za dokaz dovoljnosti Lagrange-ove jednadzbe

6F+ OG_O 6F+x86_0
dx ox  dy oy

nema potrebu za uvjetom dG/dy # 0 ili dG/dx # 0. Doista, pretpostavimo da su gornje
jednadzbe to¢ne za neki A i neku tocku (x,y,) takvu da je G(xq,y,) = C . Promjene dx i dy

koje su konzistentne s ograni¢enjem moraju zadovoljiti

a—de + a—Gdy =0 (uxg Yo)
0x dy
PomnoZimo li prvu Lagrange-ovu jednadzbu s dx, drugu s dy, 1 zbrojimo, dobivamo
a—Fdx+a—de=0 (u x9,y0)
0x dy

Sto znaci da je tocka (xg, yo) doista stacionarna to¢ka F (x, y) uz dano ogranicenje.

Sto se ti¢e varijacijskih problema s ograni¢enjima, moZda najjednostavniji od njih je takozvani
izoperimetricni problem. On se moze opisati na sljedeci nacin:

Pronadimo stacionarne tocke funkcionala

*To su situacije u kojim Lagrange-ova metoda ne uspijeva, ali postoji stacionarna vrijednost F uz ograni€enje
G=konstanta. U takvim sluéajevima stacionarnoj to¢ki vrijedi: G /dx = dG/dy = 0.
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L
J= f F(y,y,0)dx
0

u odnosu na varijacije oy koje nestaju u x = ai x = b, ali ostavljaju integral
L

sz G(y,y,x)dx
0

invarijantan na nekoj poznatoj konstantnoj vrijednosti C.

Ime izoperimetrican vuce porijeklo od jednog od najranijih problema ovog tipa. Krivulja I" (slika
2.) zadane duzine C mora biti nacrtana izmedu tocaka (0,0) i (0, L) tako da je povrSina izmedu
krivulje i x-osi maksimalna. Pretpostavimo li da je I zadana funkcija jedne varijable y = y(x),
problem se svodi na iskaz:

Maksimiziraj

L
]=fydx
0

L
j /1+y'2dx= C.
0

uz ogranicenje

oo ? 2 5 TN

Slika 2. Krivulja I

Pojam izoperimetri¢an koristi se jer varijacije u obliku I moraju biti takve da je rub (perimetar
koji omeduje podrucje ispod krivulje) konstantne duljine, jednake C+L.
Razumno je pretpostaviti da se izoperimetri¢ki problem moze rijesiti tehnikom analognoj tehnici

Lagrange-ovih multiplikatora, to jest tako Sto se integral
L
sz (F + AG)dx = ] + AN
0

Uciniti stacionarnim (za neke A). To implicira da funkcija y(x) koju trazimo mora zadovoljavati

[aF d <6F>]+A 0¢G d <aa>] _0
oy dx\oy’ dy dx\ay/l

Lako je pokazati da je ovo dovoljan uvjet (za prikladni A) za rjeSenje izoperimetrickog problema.

jednadzbu

Ako pomnoZimo ovu jednadZbu nekom varijacijom 8y(x) i integriramo na intervalu(0, L) slijedi:
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f[@_ﬁ ay)]&y(x)dx+lj @—a(ay)]a)’(x)dx_()

Ovo vrijedi za proizvoljne varijacije dy(x). U izoperimetrickom problemu dopustene su pak

samo one varijacije koje zadrzavaju N invarijantnim, odnosno varijacije za koje vrijedi

5N—jL[aG d(ac>]6()d ~ o
— J, Llay ax\ay’ yixjax ==

Slijedi da ¢e za takve varijacije takoder vrijediti

[ B G preonc=0

ili 6J = 0, Sto znaci da je J stacionaran i naSa funkcija y(x) rjeSava izoperimetricki problem. Kako
bi dokazali nuZnost stacionarnih karaktera K=J+ AN, ocekujemo neko ogranienje na y(x).
Ispostavlja se da je doti¢no ogranicenje

oG d (0G

5 @ ay) 7O
to jest, y(x) ne bi trebala biti takva da ¢ini N stacionarnim samim za sebe.
Teorem. Funkcija y(x) koja €ini J stacionarnim za sve varijacije dy i zadrZzava N konstantnim
takoder ¢ini stacionarnim funkcional K=J+ AN, za neki A, pod pretpostavkom da dN/dy ne
iS€ezava za y(x); to jest, y(x) ne zadovoljava Euler-Lagrange jednadZbu za N.
Primjer. Teski lanac duzine C je objeSen izmedu tocaka (0,a) i (L,b). Pronadimo njegov
uravnoteZeni oblik.
Iz mehanike, znamo da uravnoteZeni oblik mora biti takav da je potencijalna energija minimalna,

ili, Sto je isto, centar gravitacije mora biti najnizi moguc¢i. To zna¢i da moramo minimizirati

L L
J= pgj yds = pgf ;v,/1+y'2dx,
0 0

gdje je p-ds masa elementa luka ds. Funkcija y je ograni¢ena uvjetom

L L
=fds=jy’1+y'2dx=6
0 0

koje predstavlja ¢injenicu da je duzina lanca C konstantna.

funkcional

Prema prethodnoj analizi, moZemo formirati funkciju

Hy,y',x) =y /1+y’2+l /1+y'2

faktor pg je irelevantan i moZe se izbaciti za na$ primjer. Sada moramo rijesiti Euler-Lagrange
jednadzbu za H. PoSto H ne ovisi eksplicitno o x, moZemo koristiti tehniku koju smo koristili
prije (stranica 9.) i odmah pisati
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+ )y’
Y+ 1+y° - y'u = k = konstanta.

2

Nakon tog dobivamo

orn-e &

Integriraju¢i postavljanjem y + A = kcoshf ili jednostavno koriste¢i tablicu integrala,

dobivamo
x+h
y+ A =kcosh ,
k
gdje je h druga konstanta integracije. Tri konstante &, &, i A definirani su sljede¢im uvjetima
h
a+l= kcosh;, (D
L+h
b+ A =k cosh , (2

k
L
f /1 +y?dx=C. (3)
0

To ukljucuje rjeSavanje nekih transcendentalnih jednadZzbi, ali detalji su relativno jednostavni.
Prvo,

x+h
k

i integral u (3) se jednostavno izracuna. Koriste¢i v1 + sinh? @ = cosh @, dobivamo

y' = sinh

x + hi*
=C.

k sinh
0

Osim toga, koristeci

. . atp . a—=p
sinh @ — sinh f = 2 cosh > sinh 5
reduciramo (3) na formu
C =2k hL r2h h L 4
= 2k cosh—-—sinh . (4)

Dalje, oduzimanjem (1) i (2) i koriste¢i
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a+p . a-—-p

cosha — cosh § = 2sinh sinh >
utvrdujemo
b—a= 2ksinhL il 2hsinhi. (5)
2k 2k
Dijeljenjem posljednje dvije jednadzbe, dobivamo
b—a ~ tan L+2h
C 2k

iz Cega se jednostavno pronalazi vrijednost (L + 2h)/2k. Takoder, kvadriranjem i oduzimanjem

4)1(5), vidimo da

L
C?—(b—a)?= 4kzsinh2E

ili

. . L
SlnhE B \/CZ — (b —a)?
L/k L
Sto daje vrijednost L/k. Ostatak je trivijalan.

8. Varijacijska formulacija svojstvenih problema

U ovom ¢emo dijelu razmotriti problem varijacijske formulacije diferencijalne jednadzbe

svojstvenih vrijednosti, kao $to je Sturm-Liouville jednadzba

d d
@ 2] - sy = —arcoy

gdje y(x) mora zadovoljiti odgovarajuce rubne uvjete. Ogranicit ¢emo se na slu¢aj homogenih

Dirichlet uvjeta na kona¢nom intervalu, recimo (0, L):

y(0) =y(@) =0

Koriste¢i dosadasnja iskustva, mozemo utvrditi bez velikih poteskoca da ¢e funkcional

L
K= f (py? + sy? — Ary?)dx
0

posjedovati Euler-Lagrangeovu jednadZbu u obliku koji je nama potreban. Takoder je vrijedno

opaziti da se, s obzirom na rubne uvjete, gornji funkcional moZe pisati u obliku

L
K= f [=yLy + ysy — yAryldx
0

3 . v .. . . .. . o Lee ev . e
Naravno, prvi se ¢lan mora parcijalno integrirati i moraju se koristiti grani¢ni uvjeti.
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gdje je L = (d/dx)[p(x)(d/dx)]. Ovaj izraz pokazuje da je K sastavljen od skalarnih produkata
u prostoru y-funkcija:

K=-0Ly) + y,sy) =, ary),
gdje je y vektor a L, s, i Ar su operatori u prikladnom linearnom prostoru.
Medutim, ako pogledamo originalni integral za K, poSto je A jo§ nepoznat parametar, logi¢no je
povezati naS funkcional s razvojima od prije i tretirati problem svojstvenih vrijednosti kao

varijacijski problem s ogranic¢enjima. Konkretno, y(x) je funkcija koja ¢ini stacionarnim integral
L
J= f (py? + sy?) dx
0
uz ogranicenje
L
N = f ry? dx = konstanta.
0

Pretpostavili smo da su sve koriStene funkcije realne. Medutim, generalizacija do kompleksnih
prostora je izravna. Varijacijska formulacija za svojstvene vrijednosti sada dozvoljava koriStenje
Rayleigh-Ritz tehnike. Prvo, ako pro$irimo y(x) u smislu nekog kompletnog skupa {¢, (x)} u

naSem linearnom prostoru funkcija

y() = D Va @)

1 zamijenimo u K, onda dobivamo

K Z Z (Amn - ARmn)Ym Yo,

m=1n=1
L
R = | 76 om0 G
0
Za odabrani skup {¢,(x)}, koeficijenti A,,;; i R,,, su fiksni i stacionarne vrijednosti K su

odredene uvjetima

61(_0 vi

koji rezultira sustavom jednadZzbi

Z(Amn —ARp)Y, =0 (m=1,2..).

n=1
Ovo je sada beskonacni skup homogenih algebarskih jednadZzbi i teze ih je rijeSiti nego

originalnu Sturm-Liouville diferencijalnu jednadZbu.
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Najvecéa vrijednost Rayleigh-Ritz metode leZzi u aproksimaciji rjeSenja y(x) a ne u tonom
izracunu. Ova karakteristika vrijedi i za problem odredivanja svojstvenih vrijednosti. Odaberimo
konacan skup N linearno neovisnih funkcija {@;, @5, ..., @5} u naSem prostoru i formirajmo

linearnu kombinaciju

N
() = Y 7,
n=1

Izmjenjujuci ¥(x) u integral za K i izvrSavajudi iste operacije kao prije, dobivamo konacan skup

algebarskih jednadzbi
N

Z (Zmn - ﬁmn) 7n -

n=1
Gdje su A,,, i Ry, definirani na isti na¢in kao A,,,, i R, osim §to je ¢, zamijenjen s @, .
Kako bi postojao netrivijalan skup Y, determinanta sustava mora nestati, $§to daje N vrijednosti
(koje ne moraju sve biti razli¢ite) za 1. Nakon tog se mogu odrediti pridruZene funkcije ¥(x).
Kako bi se vidjela relacija izmedu A i pravih A, primijetimo da u slucaju kada je y(x) rjeSenje
Sturm-Liouville jednadZbe, onda K zapravo nestaje i moZzemo pisati

oy +syDdx iy

- fOL ry2dx N}

Sli¢na relacija vrijedi izmedu 4 i ¥(x). Iz jednadzbi za Y,, , slijedi (kada se svaka pomnoZi s ¥, i

rezultati zbroje):

A=

z%_lz A Y, Y [S@Y°+ s dx i)

N SN R VYo [iry dx NOY
Stoga, ako je y(x) "blizu" prave svojstvene funkcije y(x), onda ¢e A biti blizu A. U praksi,
metoda je najuspjes$nija u aproksimiranju najmanje svojstvene vrijednosti. Primijetimo da pod
uobicajenim pretpostavkama p > 0,s =0 uvijek imamo J > 0. Zahtijevat ¢emo, zbog
prakti¢nosti, da je N =1. To zna¢i da je spektar svojstvenih vrijednosti omeden odozdo.
Razumno je pretpostaviti da za neku funkciju y;(x), integral J doista ostvaruje svoju donju
granicu, $to je onda najmanja svojstvena vrijednost 1;. Ako imamo uvid u to ,kako funkcija
y1(x) izgleda“, moZemo odabrati skup @,, takav da ¢e neke njegove linearne kombinacije biti
,.blizu* funkcije y; (x). Ta se linearna kombinacija onda dobiva opisanom procedurom kao ona
koja daje najmanju vrijednost /.

Primjer. Rijesi jednadZbu. y"' = —Ay uz rubne uvjete y(+1) = 0.
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Pretpostavimo da ne znamo najmanju svojstvenu funkciju [y;(x) = cos (nx/2)] ali o¢ekujemo da
je sliéna krivulji prikazanoj na slici 3. Mi trazimo aproksimaciju te funkcije parabolom y(x) =
Y(1—x?%) , gdje je parametar Y ostavljen neodreden. Koriste¢i y'(x) = —2Yx, formiramo

integral (p =1, s=0, r=1)

Slika 3.

1 _. (8 16
_ 2742 232 —p2(2 _
K_—[—1 Ye[4x® — A1 —x*)*]ldx =Y (3 15&).

Buduéi da je Y # 0, utvrdujemo odmah iz dK/dY = 0 da je g— %i = 0ili A = 2.5. Dobivena
vrijednost je dosta blizu s to&noj svojstvenoj vrijednosti A; = w2/4 = 2.467. ..
U ovom smo se sluéaju ogranicili na skup {@,} koji se sastoji od samo jedne funkcije. Bolja je
aproksimacija moguca s dvije funkcije. Odaberimo
pr=1-x% @, =x*(1—x?)
i trazimo y(x) kao linearnu kombinaciju
y(x) = 11¢; + 1,0, = (1 — x*)(Y; + Vx?)
Onda
y' = =2x%(Y; + V,x%) + 2Y,x(1 — x2).
Pronalazimo da zamjenom u integral K daje
K = %[(105 —42D)1," + (42 — 12N T, + 33 - 2DL|,
Iz uvjeta 0K /dY; = 0i dK/dY, = 0, dobivamo
(35 -140)V, + (7-20)%, =0, (21—-62)V; +(33-21)1, =0.
Ova karakteristi¢na jednadzba A% — 284 + 63 = 0 daje korijene
A = 246744 ...
A, =256..
Prva od ovih vrijednosti se razlikuje od A; za manje od 0.002%. Zanimljivo je primijetiti da

druga vrijednost aproksimira treCu najmanju svojstvenu vrijednost, radije nego drugu, iako s

manjom to¢no$éu nego prije, posto je to¢na vrijednost A3 = 9w?/4 = 22.2. . .. Nije tesko
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objasniti razlog zasto smo preskocili drugu najmanju svojstvenu vrijednost. Prava svojstvena
funkcija y,(x) = sinmx je neparna funkcija, dok su oba (¢ i ¢, parne funkcije te stoga ne mogu
biti iskoriStene da aproksimiraju y,. Ovaj primjer pokazuje jasno vaznost pravog izbora skupa
{@n}.

Primjer. Izra¢unaj najmanji korijen Basselove funkcije J5(x). Poznato je da su korijeni J,,, (x)
povezani sa svojstvenim vrijednostima. Basselova diferencijalna jednadzba m-tog reda

2 2
ima rjeSenje y(x) = J,,(kx). Ako se postavi rubni uvjet y(1) = 0, onda k mora biti korijen

Jm (x). Ako napiSemo Basselovu jednadZzbu u Sturm-Liouville obliku,

2

d(dy) me a
dxxdx xy_ Xy

tako da p(x) = x, s(x) = m?/x, r(x) = x,i A = k2. Poznato je da J3(x) ima nulu treé¢eg reda u
ishodistu. Stoga probna funkcija oblika
y(x) =Yx*(1-x)

moze biti razumna aproksimacija. Slijedi
L
K = f Py’ + sy —ry’)dx =
0
_. [k 9 _
= Y? f {x[9x4(1 —x)2 —6x°(1—x) +x°] + p [x6(1 —x)?)] — Axx®(1 — x)z}dx.
0

Ovo se reducirana K = Y2 (% - 1/360) i daje A = 45 tako da je k = V45 = 6.70.

Posto je toni korijen 6.379, postoji razlika od oko 5%.

9. Varijacijski problemi u viSe dimenzija

Do sada smo se bavili s funkcionalima koji su sadrzavali samo jednu neovisnu varijablu x.

Nije teSko proSiriti teoriju na viSe neovisnih varijabli. Razmotrimo, na primjer, funkcional

oz
]_ ulaxrayrxly X y:
D

ovisno o nepoznatoj funkciji u(x,y) s dvije variable. Pretpostavlja se da je D omedeno podrucje
u (Xy)-ravnini s propisanim vrijednostima u(x, y) na svojoj granici S. Zadatak je odrediti u(x,y)

takav da je J stacionaran uzevsi u obzir male promjene u funkcionalnoj formi u.
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Koristimo tehniku analognu onoj kori$tenoj u poglavlju 3. . Zamijenimo funkciju u(x,y) s
funkcijom u(x, y) + ev(x, y), gdje je v(x,y) proizvoljna funkcija lijepog ponasanja (engl. well-
behaved), koja nestaje na granici S. Za male vrijednosti € promjene §] mogu se ograniciti na

Clanove prvog reda po €. Za stacionarnu vrijednost / ovi ¢lanovi prvog reda iS€ezavaju Sto

(&)

Zbog prakti¢nosti u nastavku pisemo du/dx = u,,0v/dx = v, , itd. Slijedi

L [+ g+ s
v auyvy xdy.

Parcijalnom integracijom dobije se:

ff CD—+1/) )dxdy £v(@dy—¢dx)—£fv<(;—i)+g—;/j)dxdy,

Sto se moze dobiti iz Greenovog teorema

3€ (de+Qdy)—ﬂ- a—Q—a—P>dxdy

nakon postavljanja P = v 1 Q = —vy.

odgovara uvjetu®:

6=0=

U naSem problemu identificiramo ¢p = dF /du, i = dF /du,, i utvrdujemo

dj aFd d jf@F D ) oF dxd
de s aux X y Dx aux Dy 6 xey.

Ovdje se uvodi nova notacija, D/Dx i D/Dy. Da bi ju jasno razumjeli, istiCemo da za F =

F (u, Uy, Uy, X, y), opcenito imamo

oF
ou,

Znacenje Greenovog teorema zahtjeva da deriviramo ¢ zadrzavajuci y konstantnim, ali vodeci

= CD(u, Uy, Uy, X, y).

pri tom racuna da su u, u,, i u, su takoder funkcije x. Ova je operacija eksplicitno definirana kao

Do 6d)+8<l>6u+ 0P 62u+ b 0%d
Dx 0x Ouodx Ou, 0x2 du, dxdy

*Ranije smo pokazali da je 8] = €/' i zahtijevali J' = 0. Medutim, J' nije nidta drugo nego (d]/de)|E=0
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1 moZe se nazvati totalna parcijalna derivacija, za razliku od eksplicitne parcijalne derivacije
d¢/0x . Vracajuéi se na jednadzbu za dJ/de, uo¢avamo da prvi ¢lan nestaje posto je v = 0 na

S. Posto je v proizvoljan, nestajanje drugog ¢lana rezultira s Euler-Lagrangovom jednadzbom’

oF D(OF) D (O0F _ 0
ou Dx\du,/ Dy\ou, B

ProSirenje ove tehnike na tri ili viSe dimenzija je jednostavno.
Za vecéinu uobicCajenih parcijalnih diferencijalnih jednadzbi matematicke fizike, moZemo

konstruirati potrebni funkcional J bez vecih poteSkoca jednostavnim uvidom. Na primjer,

B ﬂ‘f 1 <6u)2 N (au)z N <6u>2 dxdv d
I=1) 2|\5x dy 9z) |4
dovodi do Laplace-ove parcijalne diferencijalne jednadZzbe u tri dimenzije,
0%u N 0%u N 0%u 0
axz  dy?  0zz2

funkcional

kao njene Euler-Lagrangeove jednadZbe.
Primjer. Rastegnuto uZe moze se smatrati kao sustav s beskonatno mnogo stupnjeva slobode,
svaki element dx se tretira kao djeli¢ mase p-dx. Stoga formula za kineticku energiju u sustavu

Cestica

i=1

1 (L ou
Eyin = Ef (pdx) (E)
0

Potencijalna energija deformiranog uZeta se najlakSe izracunava kao rad odraden protiv sile

postaje integral,
2

napetosti T. Duzina deformiranog uzeta je malo veca nego originalna duzina L i dana je sa
L L ou\°
L'=J-ds=j 1+(—) dx.
0 0 0x

1+(6u>2~1+1(6u>2
ax) ~ 2\ox/

> Uvjete =0u (dJ/ de)le=0 je ekvivalentan zamjenom u u integralu sa stvarnim rjeSenjem u, koje ¢ini J
stacionarnim.

sljede¢im izrazom

Za male deformacije, imamo
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Stoga, istegnutost AL uZeta je priblizno

p=r-1=2" (%) 4
B - 2), \ox x

dok je potencijalna energija (rad izvrSen na T) odreden s

E,oe = TAL = j (au> d
pot 2 ), \ox *

Ova analiza dozvoljava da piSemo LagranZijan za naS sustav

au
L= Ekm pot j ax) dx.

Prema Hamilton-ovom principu kretanje uzeta mora biti takvo da integral

[ By T e

gdje su ty 1 t; dva proizvoljna trenutka u vremenu, stacionarna. Euler-Lagrangeova jednadzba za

J onda uzima oblik

D aA D 0dA
Dtaut Dxaux

P <6u>2 T (6u>2
~2\ot 2\ ot

uobicajeno naziva gustoca lagranzijana. UvrStavanjem gustoce lagranZijana u gornju jednadzbu,

gdje se vrijednost

mozemo reducirati naSu Euler-Lagrangeovu jednadZzbu na poznati oblik

Taz 0%u — 0
9cz TPz =

10. Formulacija svojstvenih vrijednosti metodom omjera

Teorem. Omjer dva funkcionala
_ (xLx)
(%, Rx)

¢e biti stacionaran za male varijacije x vektora x ako i samo ako x zadovoljava poopéenu
jednadzbu svojstvenih vrijednosti
Lx = ARX,

gdje su svojstvene vrijednosti A stacionarne vrijednosti funkcionala .

Prije nego krenemo s dokazivanjem teorema, ilustrirajmo ga s nekoliko primjera.
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Primjer. Sturm-Liouville problem s homogenim Dirichletovim uvjetima. U ovom se slucaju
linearni prostor sastoji od dvostruko (dva puta) diferencijabilnih funkcija na (0O,L) koje

iS¢ezavaju u x=0 i x=L. Izraz za ® glasi
L d d
v i [p 2] - scovfax
= L
Jo 70O [y (x)]2dx

Primjer. Helmholtz-ova jednadzba u omedenom podrucju u tri dimenzije,

Vi (x,v,z) + P(x,y,z) =0  (uV)

w

s grani¢nim uvjetima

oY B
%+th =0 (na$),

gdje je S zatvorena povrSina koja ograduje V, dy/dn je normalni gradient ¥ na S, i h je

konstanta. Varijacijska formulacija je karakterizirana s

YV2Pdv
w = —ﬂfv— (Y je realan).
iy, w2av
Pomocu prve Green-ove formule i rubnih uvjeta, ovaj izraz se takoder moze pisati kao

_—[ll, (grad y grad y)av + &, Y(grady ds)
IS, w2dv

_{If, (grad y grad p)av + hgf, y? ds
Mf, w2dv '

Primjer. Algebarski problem svojstvenih vrijednosti u N-dimenzionalnom realnom vektorskom

prostoru,
Ax = Ax,
gdje je x N-torka dok je A N x N simetri¢na matrica. U ovom sluc¢aju, eksplicitno,

N VN
i=1 Zj:l QaijXiX;

N .2
i=1%i

w = —

Primjer. Schrodingerova jednadZba
2

h
_szw + U(x,y,z)l/) = Elp

u prostoru kvadratno integrabilnih kompleksnih funkcija tj onih za koje

[ woar<e

prostor

Izraz za o glasi
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2
fffpmsmr {Zh_M (grad y* grad ) + U¢*¢} dv

ffprOStOT 110 *lp dV

gdje se ponovno koristi prva Greenova formula.

w = —

Vratimo se dokazu teorema. Zamjenjujuéi X s proizvoljnom varijacijom 6x i racunajuci
promjenu dw, koristeci linearnost i hermiti¢nost £ i svojstva skalarnog umnoska, zaklju¢ujemo
(x + 0x, L(x + 5x)) = (x,£Lx) + (6%, Lx) + (6%, Lx)" + (X, LX),
a sli¢no i za R. Stoga, ispuStanjem ¢lanova drugog reda po dx u brojniku izraza, imamo
(x+6x,L(x +6x))  (x,Lx)
@= (x + 6x, R(x + 6x))  (x,Rx)
[(6x, Lx) + (6x, Lx)"](x, Rx) — (x, Lx)[(6x, Rx) + (6x, Rx)"]
(x + 8x, R(x + 6x)) (x, Rx)

Sada ako Lx = ARx vrijedi, onda je poznato da je A realan.GBrojnik se reducira na
[A(6x, Rx) + A(6x, Rx)*](x, Rx) — A(x, Rx)[(6x,Rx) + (6x,Rx)*] =0
i dovoljnost jednadZbe svojstvenih vrijednosti je utvrdena.
S druge strane, ako pretpostavimo da je dw = 0 i oznacavajuci stacionarnu vrijednost ® sa A,
tako da (x, Lx) = A(x, Rx). Iz 6w = 0, tada slijedi da
[(6x, Lx) + (6x, Lx)*] — A[(6x, Rx) + (6x,Rx)*] =0

ili

(6x,Lx — ARx) + (6x,Lx — ARx)* = 0.
Ovo mora biti tocno za sve dx. Zamijenimo li §x s idx, jednostavno zakljucujemo da

(6x, Lx — ARx) — (6x,Lx — ARx)* =0
i iz (6x,Lx — ARx) = 0, slijedi da Lx = ARx, §to uspostavlja nuznost jednadzbe svojstvenih
vrijednosti.
Razumljivo ogranicenja na x se ovdje ne pojavljuju. Inace bi Euler-Lagrangeova jednadzba za N
glasila Rx=0, §to je nemoguce za x # 0 posto je R definitivno pozitivan.
Formulacija problema svojstvenih vrijednosti pomocu izraza w = J/N jako je pogodna u analizi
spektra svojstvenih vrijednosti. Takoder se moze Koristiti kao poCetna tocka aproksimacije Ritz
tipa. Ilustrirat ¢emo to tretirajuci problem razvucenog uzeta koje nosi diskretnu masu na sredini

duZine. Ovaj problem zahtjeva rjeSenje Sturm-Liouville jednadzbe

®Brzi generalni dokaz: utvrdimo da je (x, Lx) = A(x, Rx), uzimamo kompleksno konjugirane parove (Lx,x) =
A*(Rx, x), koristimo hermiticitet od L i R kako bi dobili (x, Lx) = A*(x, Rx), i oduzimamo. Posto je R definitivno
pozitivan, rezultat je A — A* = 0. QED
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d?y m wp
SV e m 2 _W'D
T2 k [1+ p5(x)]y <k T >

uz rubne uvijete y(—L/2) = y(+L/2) =0. Svojstvene vrijednosti k? = A su stacionarne

vrijednosti za
+L/2_(d°y
fL/Z Y(de)dx

+L/2 [1 + (p)&(x)] yzdx.

L/2

w = —

Parcijalnom integracijom razlomaka, pronalazimo da se taj izraz moZe transformira u

+L/2 d_y 2
-L/2 (dx) dx

1 y2dx + (3) by (@Fdx

w =

Sada je ocito da su sve svojstvene vrijednosti pozitivne i da je najmanja svojstvena vrijednost
apsolutni minimum ®.

Ako je m = 0, najniza svojstvena funkcija je cos(mx/L); ako je m # 0, oCekujemo da ce
svojstvena funkcija imati brijeg na x = 0.” Uvodimo probnu funkciju spajanjem dviju parabola

kako bi simulirali takav oblik:

2

(x+§>+a(x+%) (x<0)
k(%—x>+a(%—x>2 (x > 0),

gdje je a prilagodljiv parametar. Problem sada je odrediti takav o da ® ima minimum i pronaci

y(x) =

taj minimum. Imamo

L
d_y_ 1+2a<x+§) (x<0)
N L
dx —1—2a(z—x> (x > 0),

1 raCunamo

L
*2 dyzd _ (1 a’l?
f_% (a) x=L{14+aL+ 3 )

f+L/2 5 L3 (1 al. aZLZ
y“dx = =+—+ )
s 374 " 20

4
o =5

Zapisuju¢i aL = ¢ , dolazimo do izraza

7 .. v . .. . . ..
Inercija mase m moZze proizvesti silu koja pravi brijeg
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Radi ilustracije, pretpostavimo da m/pL = 4/m, za ovaj odabir to¢no rjesenje je A = m2/4L%®

Nakon jednostavne algebarske manipulacije, dolazimo do
52
_ 807 3+3&+ T
1?2 a+ b& +cE?
gdje a = 20(15+m), b = 15(16 + ), a = 3(20 + ). Postavimo li dw/d¢ = 0, dobivamo

kvadratnu jednadzbu
(Bc—b)e?+2Bc—a)§+3(h—a)=0
ili, sa dovoljnom preciznosti
3,942&2 +9,453¢ + 2,355 =0
Korijeni su & =—2.11 i & = —0.283, i jednostavno je provjeriti da drugi korijen daje
minimalni ® jednak

2,37
Wmin = 7

Postoji nedosljednost od oko 4% izmedu ovih rezultata i prave svojstvene vrijednosti A =

w2 /42,

11. Zakljucak

Varijacijske metode su matematicke metode koje se koriste za rjeSavanje problema kod kojih
treba minimizirati ili maksimizirati odredeni integral, €iji su ¢lanovi funkcije nezavisnih ili
zavisnih varijabli i kod kojih su zavisne varijable derivabilne jednom ili viSe puta. Jedan od
najjednostavnijih problema koji je rijeSen varijacijskim metodama je minimizacija puta izmedu
dvije toCke. Kao Sto smo pokazali u ovom radu, varijacijske metode imaju veliku 1 Siroku
primjenu. Veliki znacaj ostvaruju u podrucju kvantne fizike. Zadnje studije koriste varijacijske

metode da bi rijeSile probleme vezane uz ravnoteZu i vibracije.

® Jednadzba za svojstvenu vrijednost tany = fn—L%, zay = g
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