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1. Uvod
U ovom radu pisati ¢u o konceptu teorije raspodjele, delta funkciji i kako se ona u tom
kontekstu koristi. Pro¢i ¢emo neke osnovne primjene u fizici i zivotu te usporediti raspodjelu

s pravim matematickim funkcijama.



2. Jako visoke funkcije i Diracova delta funkcija

U fizici, Cesto susrecemo koncept impulsa infinitezimalnog trajanja. Npr., tijelo koje se pokrece
iz stanja mirovanja naglim udarcem dobiva moment jednak impulsu udarca,

to+T
mv=1= f F(t)dt
t

0

gdje je F(t) sila a7 je trajanje djelovanja te sile. Udarac implicira da je t toliko kratak da se
promjena momenta dogada trenutno. Medutim, kako je promjena momenta konacan broj to
povlaci da F (t) treba biti vrlo velik tijekom udarca, a inace je nula.

Force Fir)

L

+ Timee ¢

L fo—be—r—

Slika 1. Sila F u intervalu udarca (7)

Ovakav tip opisa nije u potpunosti ispravan. Pravi graf bi vise izgledao kao snazna skokovita
funkcija prikazana na slici 1 gdje je h vrlo velik, a 7 toliko kratak da je povrsina ispod krivulje
iznosa 1. U velikoj veéini slucajeva tocan izgled funkcije nije poznat. Medutim, to nam inace

nije toliko bitno. Bitan je intenzitet impulsa tj. iznos integrala

to+t
f F(t)dt,
to
qlx}
F= Jq(x) dx
1 Idealized Actual
TR W) _.lA X - } "
L ﬁ] e - 1,—j

1
¥y y

Slika 2. Raspored pritiska na gredi

i vrijeme kada se impuls dogodio, t,.
Jako visoke funkcije su ¢este u svim granama fizike. Npr. koncentrirana sila koja djeluje

na gredu je zapravo raspored jako visokih sila koje rasporedene daju odreden pritisak (Slika 2.).



U elektri¢nim se krugovima jako izrazene struje s jako kratkim trajanjima cesto dogadaju u
procesima izmjene, kao npr. preraspodjela naboja izmedu dva kondenzatora pokazana na slici
3. Na pocetku se pretpostavlja da su naponi V; = Q,/C; i V, = Q,/C, razli¢iti. Kada se
prekidac zatvori, struja kroz njega protece dok se naboji Q; i Q, preraspodijele u:

0 = C1(Q; + Q) _ C,(Q1 + Q)
1T +C, PTG +G,

Ako je otpor vodi¢a zanemariv, tada je trenutni impuls jako kratkog trajanja i struja je
neograni¢eno velika. Ovo nikada ne moze biti potpuno to¢no, osim neizbjeznog otpora (mali,
ali nikada nula), uvijek ¢e postojati i samoindukcija L petlje koja pokusSava utjecati na nagli

porast struje do njezine maksimalne vrijednosti, nakon §to se zatvori prekidac.

s g

2uY, O, V. oK LY
J—C 2.¥2 e O ;l..q

1

Slika 3. Kondenzatori

Kako bi pojednostavio neke operacije u matematickoj fizici i kvantnoj mehanici, Dirac je

predlozio uvodenje delta funkcije §(x) koja ¢e predstavljati naglo skokovite funkcije dana s

5(x) = {

ali takva da je integral §(x) normiran:

0 x=+#0,
o x#0,

f_:oS(x)dx =1.

Prva i osnovna operacija za koju je Dirac iskoristio §(x) je integral

J+m6(x)f(x)dx,

gdje je f(x) bilo koja kontinuirana funkcija. Ovaj integral moze biti “procijenjen” sljede¢im
argumentom: Posto je §(x)=0 za x # 0, granice integrala mogu se promijeniti na - € i +¢, gdje

je € mali pozitivan broj. Posto je f(x) kontinuirana u x = 0, njezine vrijednosti na intervalu

.....

j S(x)f(x)dx =J S(x)f(x)dx Ef(O)J 6(x)dx,

o)

gdje se tocnost povecava kako se € priblizava nuli. Medutim,

+€
f 6(x)dx =1,
—€



za sve vrijednosti €, jer je §(x) = 0 zax # 0, i jer je §(x) normirana. Slijedi da puStanjem € —

0 imamo to¢no

f S)fdx = £(0). (1)

Granice —oo i 400 mogu biti zamijenjene s bilo koja dva broja a i b tako da vrijedi a < 0 < b.
Gornji integral se nekad naziva sitasto svojstvo delta funkcije: § (x) se ponasa kao sito, izabiruéi

od svih mogucih vrijednosti f(x), njezinu vrijednost u to¢ci x = 0.

3. Delta nizovi

Izraz:

0, x#0
0, x=0

§(x) = {

nije prikladan, i ne moze se koristiti za definiranje funkcije, jo§ manje za definiranje
integrabilne funkcije. Drugi nacin definiranja §(x) kao funkcije, je zahtijevati da zadovoljava

svojstvo

f_ 5C)f (W) dx = £(0)

za svaki kontinuirani f(x). Medutim, ovaj pokusaj takoder ne uspijeva. Moguce je pokazati da
ne moze postojati funkcija s takvim svojstvom.
Ono $to i dalje vrijedi je da postoji niz jako visokih funkcija koje se priblizavaju

gornjem svojstvu

lim [ $uCOf@)dx = £O)

Niz s ovim svojstvom ¢e se zvati delta niz. Na primjer, funkcije

tvore delta skup. Promatramo integral

| enrwax
za bilo koji kontinuirani f(x). Po definiciji ¢,,(x) imamo
+00 +1/nn n +1/n
P () f (x)dx = S fx)dx == f(x)dx.
j_oo X xX)ax J_l/n ) xX)ax ZJ_l/n xX)ax
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Sada, koriste¢i teorem srednje vrijednosti* za integrale, mozemo zakljuciti da

+1/n 2 1 1
2 rwa=3Zro=r@, -rses+s

2)_1m n
Ako n — o onda & — 0.Zbog kontinuiranosti f(x), slijedi da (&) - f(0) te dobijemo

rezultat

tim [ G @ax = 1)

koji definira ¢, (x) kao delta niz.
Za mnoge svrhe moze biti pozeljno konstruirati delta skup od funkcija koje su

kontinuirane i derivabilne (ovo nije bilo slu¢aj u prethodnom primjeru). Na primjer, neki takvi

nizovi su
n 1 .
a) Pn(x) = ———;, (slika4.1)
64
n=16
5
16 1
¢l =T Tree
o
il
il
all
!
1]
il
1l
| |
111
4 3 2 1 0 '1 2 3 4 5

Slika 4.1 Graf ¢,,(x) pod a) zan = 16.

b) $n(x) == e, (slika 4.2)

11



n=8
5
_ i —8%532
Qn(x) = ﬁ e
4
3 4
4 3 2 1 0 1 2 3 4 5
Slika 4.2 Graf ¢,,(x) pod b) zan = 8.
L sin? nx
c) ¢,(x)= e (slika 4.3)
n=12

* 4
35

34

1 sin?(12x)
A T i . my
() 127 x2

28

! B

15

14

51

v . m— v — /\1/\} r/'\ —, . . . v .
-3 25 2 -15 -1 05 0 05 1 15 2 25 3 35

-05

Slika 4.3 Graf ¢,,(x) pod c) zan = 12.
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Sve su te funkcije normirane, vrijedi:

| :oqbn(x)dx -1,

i svaki niz ima sitasto svojstvo (1) (naravno ako je f(x) kontinuirana i integral konvergira):

lm [ #nGOfCOdx = £(0).

Ali opet, neto¢no je reéi da ti nizovi konvergiraju u delta funkciju. Limesi tih nizova ne postoje
(prema osnovnim definicijama konvergencije).

NAPOMENA. Normiranje ¢,, nije obavezno za delta niz; treba samo vrijediti da

+00
lim f ¢, (x)dx =1
n—-oo —00

Sto slijedi iz sitastog svojstva (1) postavljanjem f(x) = 1.

4

Falx)

*alx)

[E— J - ¥

Slika 4. Grafovi ¢, (x) i &, (x)

PredloZeno je istraZiti neodredene integrale funkcije ¢,, (x),

() = f Pn(E)dE.

Na primjer, za niz a) naveden gore, grafovi ¢, (x) i ®(x) za velike vrijednosti n bi izgledali
kao na slici 4. Takoder nije tesko provjeriti da

lim®,(x) = S(x),

n—->oo

gdje je S(x) step funkcija definirana kao

1, x>0,
SC) = {0, x < 0.

Na prvi pogled moglo bi se reci da je §(x) derivacija step funkcije S(x). Medutim, asr) _

dx

0

za sve x # 0 (Sto je ispravno), dok derivacija ne postoji u x = 0 to¢no gdje se ocekuje vrhunac

delta funkcije.

13



4.6 — racun

Koristenje delta niza napravljenog od derivabilnih funkcija ima jako vaznu posljedicu; na

primjer slika 5, neka je ¢, (x) = \/%e‘"zxz, n=(123..)

MF

Slika 5.Prikazuje %’”

tada je
dn(x) __ 2n3x 22
dx VT
Promatramo integral
+o g
¢> ( )
| e rwa

gdje je f(x) derivabilna. Parcijalnom integracijom dobijemo

]*“’ dpn (x) J+°° df(x)

fx)dx = ¢u () f (0|2 $n(x)

—00

Pretpostavimo da

b e =0

(Ovo inaée vrijedi s obzirom da koristimo funkcije za koje integral f_+ b () f(x)dx

konvergira). Tada pustanjem n — co imamo
o (td ¢n (x)
lim

n—-oo _

F@)dx =~ lim f Sn(Of () dx = —f'(0).

Izgleda da je niz ¢, (x) povezan sa sitastim svojstvom derivacija. Ovime uvodimo simbol

&'(x), za derivacije delta funkcije, takve da vrijedi

f 5'(O)f (W) dx = —f'(0).

14



Ovo se moze dalje raspisati, sto nam daje vise derivacije § (x) koje imaju svojstvo

f+°° dm5( ) mf(O)_

f)dx = (=™

—00

Nepotrebno je naglasiti da je jedina svrha gornje tvrdnje iznad ta da vrijedi

[T fax = com TR,

lim
n—0o —0o0

i presutno je pretpostavljeno da su koristene funkcije derivabilne m puta i da integral

f+°°d"¢n( x)

— 00

f(x)dx

konvergira za sve n i za sve k od nula do m.

Sada bi trebalo biti jasno da postupanjem &§(x) i njezinim derivacijama kao funkcijama
u obi¢nom smislu (§to one ne mogu biti) je kraéi nacin za dobivanje rezultata ali samo ako se
zadovolje odredeni preduvjeti. Ovakvu proceduru mozemo nazvati § — racun i jako je prisutan
u fizickoj literaturi. Kao i u sluc¢aju Heavisideova operacijskog rac¢una, dobit ¢emo tocne
rezultate ako su njegova ograni¢enja prepoznata i uocena.

Mozemo izvesti razlicita pravila § —racuna S osnovnim analitickim operacijama

polaze¢i od svojstava:
a) [ 8()f (x)dx = £(0),
b) 6(x) = =-S(x),

0, x # 0,
c) 8(x):{oo x=0 Saf 6(x)dx =1,

1ignorirajuéi, za sada, njthovo matematicko opravdanje.
Provjerimo praviloda x 6(x) =0
Uzmimo u obzir ff;ox d(x)f(x)dx = 0, gdje je f(x) kontinuirana u x=0. Zapi$imo

x f(x) = g(x); zatim g(0) = 0, te iz toga vrijedi da je

f+oox S(x)f(x)dx =0,

za sve kontinuirane (u x = 0) funkcije f(x). Ovo opravdava jednakost x §(x) i nule.
Odredimo znacenje 6 (x — a).
Uzmimo u obzir f_+ 6(x —a)f(x)dx. Postavimo x —a = ¢ i zapisimo f(é +a) =

9(&);

Tada vrijedi

15



+00 +00
| sa-ared=[ @96 =90 = f@,
NAPOMENA. U skladu s § — ra¢unom moze se reéi da
d
6(x —a)=—S5(x —a).
dx
Provjerimo pravilo

6(ax) = iS(x), a+ 0.
|al

Pretpostavimo da je a > 0, i koriste¢i ax = &, dx = édé :

+

[ :OS(ax)f(x)dx = [ sor(l) a=-r0

— 00

Ako je a < 0, koristimo ax = ¢,dx = éd{, tada su granice integrala zamijenjene

| steorwa= [ “swr(E); a5 =10

U oba slucaja, rezultat je ﬁ £(0) sto potvrduje pravilo.

NAPOMENA: Iz ovoga slijedi da je §(x) parna funkcija (odabirom a = —1).

Provjerimo pravilo
1
S(x? —a?) = %[6@ +a)+6(x—a)] (a>0).
Primijetimo da § (x? — a?) = §[(x + a)(x — a)]. Posto §(§) = 0 osim ako & = 0,

slijedi da je §(x? — a?) = 0 osim u to¢kama x = +a. Dakle moZemo pisati

f " S — a?)F G0
_ J S+ @) (x — DI ()dx

[ sl on- ol @> 0,

a—e

gdje je 0 < € < 2a i € moze biti zanemarivo mali. Sada u okolini x = —a, ¢lan (x — a) moze

biti zamjenjen s —2a. Tada
j_a Eé‘[(x +a)(x —a)]f(x)dx
= f_a 66[(—2a)(x + a)|f (x)dx

_ —a+te 1 _ +00 1 B 1
- j_a_e |_2a|5(x+a)f(x)dx— f_oo ZS(x+a)f(x)dx —%f(—a)

16



MozZemo ponovno koristiti beskona¢ne granice jer je §(x +a) = 0 osimu x = —a.

Na sli¢an nacin,

+o00

[ s+ @G-l = [ 5-o6 - afdx = 5-f(@,

a—e — 00

i pravilo je potvrdeno.

NAPOMENA. Ovo pravilo ne vrijedi za a = 0. Ne postoji na¢in interpretiranja izraza §(x?).

5. Prikazi delta funkcije

Za prikaze osnovnih operacija postavljenih u § — racunu prikladno je izvesti izraze za §(x) u
obliku: Fourierovog reda, Laplaceove transformacije i integralnog izraza.
Promatramo impuls
0 —-L<x<-a
1
Po(x) ={— —a<x<a
2a
0 a<x<lL,

pokazan na slici 6. Njegovi Fourierovi koeficijenti su b,, = 0 (funkcija je parna), a, = % a, =

1. - y e
%sanﬂ, n > 1. Koeficijente ra¢unamo pomodu sljedeée tri formule®:

1 +L
a=1| i
-L
1t nix
a, = ZJ_L Pa(x) cosde,

nmx

1 +L
b,(x) = Zj ¢, (x) sin - dx
-L

T

%
; l :
e -2a-4 +

+X Slika 6. pravokutni impuls

Izraz za taj Fourierov red je:

1 = 1  nma nmx
P (x) = ﬂ-l_ Znna sin——cos—
n=

Pustanjem a — 0 dobijemo Fourierov red za & (x):

! Formule su preuzete iz: Zvonimir Glumac, Matematicke metode fizike — kratak uvod sa 348. stranice

17



5(x) = 1 1§ nmx
x) = oL L cos .
n=1

Nakon razvoja u red i pustanja a — 0, jedina tocka vrijedna razmatranja je x = 0 (samo za nju

funkcija razvijena u red nije nula). Kada postavimo x = 0

o)

nmwx
cos - = 00,

n=1
¢ime je pokazana divergencija niza.
Ovo nas ne bi trebalo iznenaditi jer da je niz konvergentan, tada bi § (x) postojala kao istinska
funkcija, $to ona nije.
Unato¢ tom nedostatku, ne trebamo odmah pretpostaviti da je ovaj red potpuno
beskoristan. Na primjer, pomnozimo ga s ,,ispravnom® funkcijom f(x) i integrirajmo ga u

granicamaod x = —L do x = +L:

f f(x)dx+z f f(x)cos—dx—7O i

n=1
gdje su a,(0,1,2,...) Fourierovi koeficijenti za f(x). Ako je f(x) prikazana pomocéu

Fourierovog reda

nmx

f(x)—?0+z(ancos + b, sin T —),

tada, ako je f(x) kontinuirana u x = 0, dobijemo

f£(0) —70+§:an.

n=1

1 +1§: nmwx
I cos A
n=1

posjeduje sitasto svojstvo (1) te ga se moze Koristiti kao prikaz delta funkcije.

Slijedi da diveregentan red

Na sli¢an na¢in mozemo izvesti druge izraze za delta funkciju.
Na primjer, Fourierov sinusni red za § (x — &) izgleda ovako (izra¢unat na isti nacin kao i ranije

samo uz promjenu granica?):

0 —L<x<é—-a
2 Funkcija je sada oblika ¢, (x) = {i {—a<s<x<é+a
0 E+a<x<lL

18



2w nné = nnx
6(x—9&) ZZZ 1n—51n— 0<é<L.
n=1

Takoder moZemo izvesti integralni izraz za &(x). Prisjetimo se integrala za step

funkciju?:

1 y+ico
S(x) =— f —e*%dz.
2mi z

y—ico
Deriviranjem dobijemo,
dS(x) 1 [rtie

=== e*dz.
21l ), oo

§(x) =

Broj y u integralu za S(x) moze biti proizvoljan ali pozitivan zbog pola u z = 0. Kako ne

postoji pol za § (x) mozemo (kako bi si olaksali) postaviti y = 0, tada dobijemo
1 +1c0
6(x) = —j e*%dz.
2T )
Ovakav se izraz moze malo drugacije prikazati promjenom varijabli, k =
1 (e .
S(x) = —j- e *dk.
21 )_g,

Ovaj je integral (divergentan naravno) jako Cest u koristenju delta funkcije u fizici. Njegovo se

sitasto svojstvo moze vidjeti na vise na¢ina. Kao primjer, promotrimo funkciju

1 (* .
Pa(X) =— | e @K eikxdk (a % 0).
2m J)_
Ovdje faktor konvergencije e’ ¥ &ini integral konvergentnim. Mozemo re¢i da je

1 (*® .
ikx —Ji
21 )_ edk gl—%(pa(x)’

uzevsi u obzir da se operacije integracije i postavljana granice limesa u a — 0 mogu zamijeniti.
1

Small a
$alx)

-

v

Slika 7. ¢,,(x) u ovisnosti 0 a

Sada, integralna definicija ¢, (x) moze biti lako uspostavljena; Rijesimo kvadratnu jednadzbu,

3 Integral za step funkciju preuzet iz: Eugene Butkov Mathematical Physics odlomak 2.15
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X \2 x?
252 3 il — A D
a“k- + ikx = (ak + Zai) 1aZ
Tada je
2

X2 [+ 2
¢q(x) = %e_mf e_(ak+%) dk.

Postavimo ak + % = u i Koristimo f:: e~ du = v'r da dobijemo

x2

e 4a?,

¢a(x) = Za\/E

Ova funkcija, poznata kao funkcija Gaussove vjerojatnosti, je jako visoka kada je a mali.

Nadalje, ¢, (x)je normirana:

j+ooqba(x)dx =1 (zasvakia).

Tada je o¢ekivano i moze biti izravno dokazano da vrijedi

lim f B dx = O,

za bilo koju ,,standardnu’ funkciju f(x); na primjer, derivabilnost u x = 0 ¢e biti dostatna. 1z

ove analize slijedi da ¢e vrijediti sljede¢i izraz:

1 [+

) e® f(x)dkdx = f(0).

Ova formula vrijedi, u uobi¢ajenom rigoroznom smislu, za Siroki spektar funkcija f (x), ali pod
uvjetom da se prvo integrira po x.
Zavrsit ¢emo ovo poglavlje promatrajuc¢i Laplaceovu transformaciju delta funkcije.

Laplaceova transformacija je preslikavanje £, definirano s:

+00

LUF)(s) = F(s) = j et F(O)dt, s €ER.

0

Gdje je funkcija f definirana na intervalu [0, 4o0), te integral za tu funkciju konvergira.
Funkcija L(f) = f se naziva Laplaceovim transformatom funkcije f.

Promatramo normirani pravokutni impuls. Njegova Laplaceova transformacija je

to+7q 1—e—5T
f —e Stdt = e7Sto ———
t

T ST
0

Sada pustajuci T — 0; posto je
1 — e—ST
lim——— =1,
-0 ST

mozemo pisati L{5(t — t,)} = e~ Sto,
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Slika 8. Pomak pravokutnog impulsa

Napomena. lako se mozZe uspostaviti jednakost L{6(t)} = 1, postavljajuéi t, = 0 treba
naglasiti da ta delta funkcija nije ista kao i ona definirana na intervalu (—oo, +00). Na primjer,
ne mozemo re¢i da je ta §(t) (konstruirana kao gore) parna funkcija poSto Laplaceova
transformacija vrijedi samo za t, > 0, i pravokutni impuls koristen za konstrukciju delta
funkcije izgleda vise kao graf pokazan nas slici 8, a ne toliko kao krivulja na slici 6. Prakti¢na

posljedica ove Cinjenice je da Ce sitasto svojstvo sada prije izgledati

f TSOf(©)dt = £(0 +0),
0

nego kao

f_ 5@ (©)dt = £(0).

Ovu ¢injenicu treba zapamtiti. poSto ¢e se u mnogim problemima koji koriste Laplaceovu

transformaciju iznos f(0) tesko definirati.

6. Primjene 6 — racuna

Promatramo pomak priguSenog harmonijskog oscilatora pod utjecajem vanjske sile f(t).
Diferencijalna jednadzba gibanja je oblika
mix + px + kx = f(¢t).
Pretpostavimo da je sila f(t) nagli udarac u trenutku t,. Tocan izgled sile nije poznat,

ali je poznato da je impuls I:

t0+6f(t)dt =1 (e>0),

to—E
gdje je € proizvoljno mali. Takva sila f(t) moze biti prikazana funkcijom
15(t —ty),

tada diferencijalna jednadZba koju treba rijesiti izgleda
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X + 2A% + w? —Id(t t,) 1=2L _ |k
X X wox—m o) =5 Wo= |

Pretpostavimo da oscilator miruje u trenutku t = 0, pretpostavimo da je t, > 0.
Tada je
x(0) =0, x(0) = 0.
Rijesiti ¢emo ovu jednadzbu koriste¢i Laplaceove transformacije. Transformirana je jednadzba

oblika
1
s2X(s) + 2AsX(s) + w3X(s) = (a) e Sto,

Tako da je

I e—StO
X(s) = — .
() ms? + 2As + wg

Korijeni nazivnika su r = —1 + /A2 — w3. Da budemo precizni, pretpostavimo da je w3 > 12
i postavimo w? = w3 — A2. Nadalje, pisemo
X(s) = L ! e~ %o
m(s—r)(s—1)

| zvedemo inverznu preobrazbu sluzec¢i se Heavisideovim teoremom:

eﬁ(t—to) erz(t—to)
x(t) = — { + }
m T‘1 - rz rz - Tl

Sada koriste¢i r; = —A + iw,, = —A — iw svodimo izraz na

1
x(t) = Ee"l(t‘to)sinw(t —t,)S(t —t)
ili
0(t<ty),

x(t) = {

I
ae"l(t‘to)sina)(t —t) (t > to).

Posto je djelovanje sile f(t) trenutno u trenutku t = t,, oscilator je opisan homogenom

jednadzbomizat < tyit > t,:
¥4 2Ax% + wix =0 (t # tp).
Takoder vrijedi
x(t) =0, x(t) =0 zat <t,.

Zat > t,, opée je rjesenje oblika x(t) = Ae * sin(wt + ¢).
Da bi pronasli A i ¢, primjetimo da fizicki uvjeti zahtjevaju da je x(t) u cijelosti kontinuirana
(ukljuéujudi i t = t;). Takoder primjetimo da ovo ne moze vrijediti i za x(t).
Uzeci ovo sve u obzir, integriramo diferencijalnu jednadzbu od t, — € do t, + €:
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t0+€ t0+6 t0+€ 1
f xdt + 27 xdt + w} f xdt = —,
t m

0—€ to—€ to—€
ili
tot+e

I
x(to + 6) - xO(t - 60) + ZAX(tO + 6) - ZAX(tO - 6) + O)(Z)J xdt = E,

tO—E
ovo vrijedi za proizvoljni e. Pustimo € — 0 i koristimo svojstvo kontinurianost f(x); tada

dobijemo

tot+e

lim x(t)dt =0
€—0 to—€
lir%l[x(to +e€)—x(t,—€)]=0.
€E—
Primijetimo da je x(t, —€) = 0 (i za x i x i8Cezava kada je t < t;). 1z toga slijedi
. . 1
lel_r)ré x(tg+€)=x(ty+0) = —
Posto je
x(t) = le M Asin(wt + ¢) + we *cos(wt + ) (t > t,),
mozemo dobiti pustajuci t — t, s desna,

I -t
— = we " Acos(wty + ¢P).
m
S druge strane, pustajuci t — t, U izrazu za x(t), dobijemo
0 = e MoAsin(wty + ¢).

Dakle, sin(wty + ¢) = 0,ili wty + ¢ = nr (n = 1,2,3...). Tada
I
cos(wto + ¢) = (~1)" i A = (=1)" (—) elto,
wm
RjeSenje je tada
I i )
x(t) = (1) —e At sin[w(t — ty) + nr] (t > ty).
wm
Kakav god da je n, rjeSenje je identi¢no s
I
t) = —e M tginw(t — ty) (t > ty).
x(t) = — e M Wsina(t — to) (¢ > to)

Vidimo da je rjeSenje dobiveno pomocu § — racuna tocno, i da smo ga dobili brze i lakSe nego
koriste¢i uobicajene metode.
Kao jo§ jedan primjer, promatramo gredu uévrSéenu s obje strane i silu P koja djeluje

na srediste. Diferencijalna je jednadzba oblika
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d'y() _ 1 0
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E — modul elasti¢nosti, I — moment tromosti, q(x) — raspodjela pritiska, y(x) — otklon u

smjeru y osi.
MozZemo zapisati da je q(x) = P§(x — g) na temelju toga $to P predstavlja beskona¢no visoku

raspodjelu pritiska s

E+6
ﬁ q(x)dx =P, (e >0),
E—E

gdje je € proizvoljno mali.
P

|
DAY TR

A
k12— —-L L2 -—4

Slika 9. Pritisak na gredu

Ovaj se problem moze rijesiti proSirivanjem U Fourierov sinusni red.

nix
y(X) = z bnsinT,

(n=1)

Pretpostavimo da je

i koristimo (divergentni) red

( ) Z mrx_Z i 21 . nmx
X I sin sm _L pa sin T

Uvrstavajuci ovo u diferencijalnu jednadzbu dobljemo

= nn4b . nmx 2P = 1nT—1_nnx
Z(T) n SIN—— = (-1 sin——.
n=1 n=1,3,5,...
Nakon toga slijedi,
n-1 2PI3 1 ,
b, = (-1 2z FIgind’ (neparni n),
0, (parni n),

2P13 1
v = s Z C )2 =,

1,3,5
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Slika 9.1 Graf funkcije y(x) za prva dva ¢lana sume.

Nije tesko provjeriti (metodama slicnima kao i u prvom primjeru) da je ovo zaista Fourierov
sinusni red i to¢no rjeSenje za y(x). Primijetimo, da direktan pokusaj provjere nece uspjeti,
Zaplesti ¢emo se nakon deriviranja reda tri puta, u tom ¢e trenutku konvergencija prestati
vrijediti.
Napomena. Ovaj je niz vrlo konvergentan. Na primjer, ako je x = L/2, vode¢i ¢lan je skoro
pa u potpunost to€an

L 2 PL3
Y (E) =Tt Bl
$to je samo oko 1% odstupanja od to¢nog rezultata

(L) 1 PL3
Y\2) = a8°El

7. Slaba konvergencija

Ideje spomenute u prethodnim odjeljcima koji su doveli do koncepta delta funkcije, mogu biti
povezani U ono $to se zove teorija raspodjele.

Kao §to i naziv najavljuje, teorija se bavi problemom proSirenja definicije funkcije tako
da se koncepti kao & (x) mogu osloniti na ¢vrste matematicke temelje. Postoji vise na¢ina kako
bi se to postiglo. Mi ¢emo i¢i s na¢inom prikazanim u 3. poglavlju, pri¢i ¢emo raspodjelama
kroz integrale nizova funkcija tipa

[ f,0)g(x)dx (n=1,23,....).
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Niz funkcija f,,(x) (kao na primjer delta niz) vodi do novog matematickog koncepta
(kao na primjer delta funkcija), ali pod uvjetom da takav niz integrala konvergira za bilo koju
prigodnu funkciju g(x). Sto su to to¢no ,,prigodne* funkcije? Ako na primjer Zzelimo definirati
koncepte kao g'(x), g" (x),itd, tada g(x) treba biti beskona¢no derivabilna. Takoder ¢emo
pretpostaviti da granice integracije (osim ako se ne postavi drugacije) budu —oo i + co. Dakle,
g(x) mora imati ,,normalna ponasanja‘“ u beskonacnosti. Takoder inzistiramo na jako snaznom
uvjetu, to je da g(x) mora biti identi¢na nuli izvan nekog kona¢nog intervala (a, b) (drugacijeg
za svaki drugaciji g(x)).

Funkcije g(x) koje zadovoljavaju ove uvjete nazvati ¢emo test funkcijama. Takvo ime
je prikladno, posto su ispitana svojstva delta niza, testirana na takvim funkcijama.

Funkcija

a?

gix)={e @+ |x|<a g>0,
x| = a

je test funkcija. OCito je beskona¢no derivabilna za |x| # a. Dok se za to¢ke x = +a moze
pokazati koriste¢i osnovne definicije derivacija, da postoje sve derivacije i da su jednake nuli.
Kao primjer pokazimo da je g'(x) = 0 u x = —a. Da si olakS§amo postavimo a +x = & i
definirajmo funkciju g tako da je g funkcija od &. U neposrednoj okolini tocke & = 0 (to jest
X = —a) imamo

0 (<0,
9 = {e—az/f(Za—f) (€ > 0).
Po definiciji derivacije,
dg(x)
dx

_49()
_, 4®

Ako je £ < 0, tada g(¢) = 0 i limes s desne strane jednadzbe je nula. Ako je & > 0, koristimo

9@ —g0) g@)
=lim————— = lim——.
£=0 §-0 ¢ €20 ¢

n = 1/¢ ipisemo

2

1y -_a _ B
lim (—)e $(2a-8) = lim ne
&-0 E n—o0

CLZT]

1 a a
v 20—= —n . v . —_ v . v
Postoe ““71 < e"2" iposto lim ne 2" = 0 znadi da je dokaz zavrsen.
n—)m

Sada kada smo definirali test funkcije, mozemo definirati klasu funkcije jezgre od koje
¢e se uzimati funkcije f;,,(x). Postoji viSe nacina. Osim ako se ne kaze drugadije, zahtijevat
¢emo da funkcije jezgre budu beskonaé¢no derivabilne na cijelom podrué¢ju (—oo, +00). Njihovo

ponasanje u beskonacnosti moze biti proizvoljno. Izraz funkcije jezgre je povezan s ¢injenicom
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da je ova klasa funkcija prosirena s razlogom da obuhvati druge (ne beskona¢no derivabilne)
funkecije 1 istinske raspodjele, kao sto je delta funkcija.
Sada promatramo niz funkcija jezgre f,(x)(n=1,2,3,...), nazivamo ga slabo

konvergentnim nizom ako

im [ g

postoji za sve test funkcije g(x). Slabo konvergentan niz moze, a i ne mora konvergirati na bilo
koji od uobicajenih nacina. Koncept slabe konvergencije je posebno izveden da prosiri klasu
funkcije na poseban nacin. Takva proSirenja su moguca sredstvima drugih tipova konvergencija
kao na primjer uniformna konvergencija, konvergencija po to¢kama itd., ali u biti prosirenje sa

slabom konvergencijom postavlja teze zahtjeve. Promatramo niz funkcija jezgre
()—1+1 t
fa(x) = > 7tarc annx.

fa(x) = E'E atan(1 x)

n=1
® 2

n=4 fo(x) = ; 1 atan (4 x)

P -8 - -2 1] 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20 22

1
— atan(25x)

2 5
e 2 7

p -6 -4 -2 o 2 4 ] 8 10 12 14 16 18 20 22

Slika 9.2 Funckija f,, (x) za nekoliko razlicitih n.

Nije tesko provjeriti konvergira li ovaj niz u step funkciju S(x). Medutim, jezgra se sastoji od
beskonacno puta derivabilnih funkcija na podrugju (—oo, +00) te S(x) nije funkcija jezgre. Sto
znadi da se ne moze reéi da niz f,(x) konvergira ,,unutar jezgre®. Stovise, konvergira slabo.

MozZe se pokazati da

+ o0 + 00 59
tm [ hGogax = [ swg@ar= [ gwax,
n=>%J_w —00 0
vrijedi za sve test funkcije g(x).
Sada mozemo definirati nekontinuiranu funkciju S(x) spajanjem funkcije jezgre i

»limesa“ f,, (x) definiranog samo unutar integrala na sljedeci nacin

+ o0

1 1 too
lim (E + ;arctan nx) gx)dx = f S(x)g(x)dx.

—00
n — 00
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Zasto pokuSavamo definirati step funkciju S(x) na ovoliko kompliciran nac¢in? Zar nije puno
jednostavnije definirati je po tockama:
0(x<0),
S(x) = % (x =0),
1(x > 0).
Odgovor je ocit, zato Sto na isti na¢in mozemo definirati delta funkciju koja se opire svakom

definiranju po to¢kama. Promatramo niz funkcija jezgre:

fo =21

w1+ n?x?
Kako se n priblizavan — oo, ovaj niz ne konvergira u funkciju (unutar jezgre ili izvan). Stovise,

konvergira slabo i

lim | figGdx = (o)

za svaku test funkciju g(x). Dokaz je sljedeci:

t°n 1
(72 o

w1+ n2x
—1/\/ﬁn 1
- f_ Tl +n2x2g(x)dx
—1/vn 71+ nzx2 I +1ymTtl+n? 2 JLXJ0X

Neka B bude granica za g(x), |g(x)| < B za svaki x. Tada

[00] [ee]

L/ﬁmg(x)dx <B L/ﬁ;mdx =B (% - %arctanx/ﬁ).
Posto je
#_T)(Y)lo (% — %arctan \/ﬁ) =0,

tada je

lim ) E;g(x)dx = 0.

n-o )y w1+ nix?
Sli¢no tome,

“1Nn, g
B, aTeme IO =0

Konaéno, koristeci teorem srednje vrijednosti (f;,(x) > 0),
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i 71+ n2x? g(x)dx
+1/\/— 1
—g(f)f . ﬂm g(f) arctan\/_ (—\/——f +T
1/Vn
tako da je
+1/\/ﬁn 1
M2 g w Tz 4008 =50

¢ime zavrSavamo dokaz.
Sada mozemo postaviti jaku definicije raspodjele: Raspodjela ¢(x) je matematicki

koncept povezan sa slabom konvergencijom niza funkcija jezgri za koje integral

f (g () dx

ima smisla, pomo¢u formule

+ 00 + oo
| ewgwoax=tim [ fegogr
NAPOMENE
1. Svaka funkcija jezgre odgovara nekoj raspodjeli jer mozemo konstruirati niz koji se
sastoji samo od jedne funkcije jezgre f(x).
2. Veliki raspon razlicitih slabo konvergentnih nizova dati ¢e iste rezultate limesa

tim [ fGgCgx,

n—-oo

za sve test funkcije g(x). Takvi ekvivalentni nizovi odgovaraju istoj raspodjeli.

Sljedeci nizovi su ekvivalentni, svi odgovaraju raspodjeli oznacenoj s 8:
1 1 0 _
a) f(x)= 5 erfc(—nx) = \/—_f_nxe v’ qu,
1, (1) o
b) fu(x) =3+ () Si(nx) = = [ gy,
0) fulx) = e ¢

Biljeska: Nizovi (a) i (b) konvergiraju po tockama u uobi¢ajenu step funkciju S(x); niz (c)

nx

konvergira po tockama u funkciju

el
Il
I
~
=
Il
=]
—
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S stajalista klasi¢ne teorije funkcija, funkcije S(x) i S(x) su razli¢ite funkcije. Iz kuta gledanja
teorije raspodijele, S(x) i S (x) odgovaraju istoj raspodjeli 8(x) koja je definirana kroz proces

ogranic¢avanja opisan u slaboj konvergenciji.

Nizovi:
8) fulx) =2—r,
b) fulx) = e,
Q) fal0) ==,
d) fu(0) =290

su svi ekvivalentni, i vode na

lim j T h0g0dx = g(0),  (bilo koji g(x)).

Raspodjela definirana s bilo kojim od ovih nizova se zove delta funkcija i oznacava se s §(x).

8. Usporedba funkcija i raspodjela

Neka je ¢ (x) raspodjela. U ovom slucaju izraz

j P (x)g(x)dx,

nije integral (u Riemannovom smislu), nego limes niza Riemannovih integrala. Medutim, moze
biti ekvivalent Riemannovom integralu, ako mozemo pronaci funkciju f (x) (ne nuzno funkciju

jezgre) takvu da vrijedi

| regman= [ ¢egwar=tim [ g,

za sve test funkcije g(x). Kao pravilo, ovo ¢e se dogoditi ako niz f,,(x) konvergira po tockama
u neku funkciju F(x) koja se moze uzeti kao f (x). Medutim postoje iznimke ovom pravilu.
Funkcije

e—1/|1—4(nx—1)2|’ <|x — 1| < i) ,
Fn(x) = 1 b 2n

(D
’ *Tul T
su funkcije jezgre. Posvuda su derivabilne beskona¢an broj puta i iS¢ezavaju izvan intervala
(i,%). Normirajmo ih:
Fp(x)
fux) = 3/2nn—
J: o FaCO)dx
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(tako da je [ 13//22: fn(x)dx = 1). Niz funkcija f;, (x) konvergira po to¢kama u nulu. Naravno ako
je x < 0 tada f,,(x) = 0 (za svaki n). Ako je x > 0, izabiremo N dovoljno velik takav da je
N > % Tada je f,,(x) = 0 (za svakin = N). Primjetimo da konvergencija nije uniformna.

Niz f,(x) takoder slabo konvergira. Za svaku test funkciju g(x) imamo, po teoremu

srednje vrijednosti (primjetimo da je f,,(x) = 0),

3/2n 3/2n

e 1 3
| rwgdx=[ " fmgwar=g© [ nwdx=g©, (5<¢<5)

/2n 1/2n

Sada, ako je n — oo, tada & mora i¢i u nulu (s desna). Po kontinuiranosti test funkcije,
Lim 9(&) = g(0).
Pokazali smo da je
limf,(x) = F(x) = 0.
n—-oo

Tako da je

f+rlll_mo fn(x)g(x)dx = 0 [za bilo koji g(x)],

ali

tm [ fgCodx = g(0) lza bilo koji 9o

Ovaj primjer pokazuje da koncept konvergencije po tockama ima jako malo smisla sa stajalista
fizicara. Naravno ako funkcije f,, (x) predstavaljaju uzastopne aproksimacije odredene fizicke

pojave, te formula

| +:fnoodx 1

vrijedi cijelo vrijeme, kako je moguce pomiriti fizicku intuiciju s tvrdnjom da f;, (x) ,,konvergira
u nulu?*“ Razumno je pretpostaviti, da bar za neke upotrebe, raspodjele vise odgovaraju
opisivanju neki fizickih pojava nego obi¢ne funkcije.

Idemo pogledati neke probleme do kojih dolazi s prijedlogom. Kao prvo, treba zapamtiti
da ne mozemo pricati o vrijednosti raspodjele u bilo kojoj to¢ci. Na primjer, ne mozemo
dodijeliti 6 (x) nijednu vrijednost u x = 0. Samo po sebi ovo ne bi bilo toliko loSe, ali ¢injenica

da cijeli doprinos integralu

+0o0
J d(x)dx =1,

dolazi to¢no iz x = 0 nije u skladu s intuicijom. Kao drugi primjer, raspodjela 8(x)[koja

odgovara step funkciji S(x)] je definirana nizom integrala

31



7{%[ fn(x)g(x)dx =f g(x)dx,
—o 0

i to nam ne omogucéava razlikovati S(x) i S(x). Ekvivalento je oboma. O¢ito ne mozemo
dodijeliti 6(x) vrijednostu x = 0.

Dakle dali ovo svojstvo raspodjela proturjeci obi¢no pretpostavljenom svojstvu da su
fizicke pojave funkcije? Mozda ne. Na primjer, promotrimo mjerenje elektri¢ne struje I(t) koje
zavisi 0 vremenu. Struja je mjerena ampermetrom koji ima odredenu inerciju: ne moze izmjeriti
trenutnu promjenu struje. Ono §to se zapravo mjeri nije I (t) nego prosjecna struja, koja ¢e prije

biti oblika
1 t+e
—f I(7)dr,
€Jt

za neki konacan € (koliko god on bio malen). S ovog stajalista fizicke pojave vrlo tesko
posjeduju matematicka svojstva klasi¢nih funkcija.

Posto klasi¢na svojstva funkcija to¢no opisuju fizicke pojave, neophodno je pokazati da
raspodjele takoder mogu to¢no opisivati fizicke pojave. Drugim rije¢ima , moramo pokazati da
postoji raspodjela koju se ne moze razlikovati od obi¢ne funkcije, barem od tipova koristenih u
fizici. Veliki je korak u ovom smjeru napravljen sljede¢im teoremom.

Teorem razmazivanja. Za svaku kontinuiranu funkciju f(x) se moze napraviti niz

{f,,(x)} funkcija jezgre takve da

Ifu(x) — f)] <€
za proizvoljno mali €, uniformno u x unutar bilo kojeg ograni¢enog intervala.

Dokaz. Promatramo niz funkcija jezgre

o= 1/1-nZ (=8| <|x —el < %)

1
0, (Ix—elz—).
n

One ¢e biti normirane ako ih podijelimo s integralom normiranja

x+1/n 1 +1/n 1
w= [ e |- Jas = [ exp(- L) a
" -1/n P 1 _nZ(x_f)Z f -1/n P 1 —nzf’z f

X

UTL (x, f) =

(promjenom varijabli ¢’ = x — &); Primjetimo da je N,, neovisan o0 x — u. Sada definiramo niz

funkcija jezgre

1 x+1/n
@ =5 UL

x—1/n
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. oy . . ey 1 - . .
Dakako f,,(x) je neograni¢eno derivabilan i iS¢ezava u x = 1= zajedno sa svim svojim

derivacijama.

Napomena. Ono §to se radi je zapravo ,razmazivanje“ funkcije f(x) preko intervala
1 1 , .. . oy . . ..
(x ——x+ ;) uz pomo¢ funkcije U,,. Ovime stvaramo neograniceno derivabilnu funkciju

fn(x) iz f(x) (koja mozda nema takvo svojstvo) na nacin da je f,(x) veoma dobra
aproksimacija za f (x) za velike vrijednosti n.

MozZemo pisati

(U dg) 1
fO) = () T =7

x+1/n
[ reve o,

x—1/n
i konstruirati izraz (posto je U, = 0)

x+1/n

o) = £GO| = /N, f IF(E) — £ GOUn Cx, E)dE.

x=1/n
Posto je |x — &| < 1/n, uvijek se moze izabrati dovoljno veliki n da |x — &| bude
zanemarivo, iz ¢ega zajedno s kontinuiranosti f(x) slijedi da je
£ () = f(0)] <e,

za svaki x u proizvoljno ograni¢enom intervalu, sa € —om proizvoljno malim. Tada je

x+1/n

() — FGOl < 1/N, j Un(x, E)dE = e,

x-1/n
kao $to se i trazi da bude.

Uniformna konvergencija u teoremu razmazivanja dozvoljava nam da postavimo
sljedeci korolar.

Korolar. Za svaku se kontinuiranu funkciju f(x) moze naci ekvivalentna raspodjela

¢ (x) takva da vrijedi

f $(0g(x)dx = f F)g()dx,

za svaku test funkciju g(x).
Doista, neka je f,,(x) niz funkcija jezgre opisan kao u teoremu razmazivanja. Neka je

g (x) test funkcija; po definicija, mora iS¢ezavati izvan nekog intervala (a, b), dakle

b
f () — FOO]g()dx

| hegwdr- | e

< .

b
f G0 — FGO]Ig ()l dx
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Po teoremu razmazivanja, |f,,(x) — f (x)| moze biti proizvoljno mali za svaki x izvan intervala
(a,b). Dakle

+00 +oo b
f fa(x)g(x)dx —f f)g(x)dx| < EJ lg(x)|dx = eB(b —a),

gdje je B granica na |g(x)|. Posto desnu stranu mozemo uéiniti proizvoljno malom tako da

izaberemo dovoljno veliki n za bilo koju test funkciju g(x), slijedi da je

lim | fug@dx = | f@gGds,

Sto uspostavlja ekvivalenciju izmedu raspodjele ¢ (x) (definiranu s lijeve strane gore navedene
formule) i kontinuirane funkcije f(x).

Napomena. Ekvivalencija f (x) i ¢ (x) se moze prosiriti na funkcije kontinuirane po djelovima.
Medutim, jednostavnije je te funkcije gledati kao derivacije funkcija glatkih po dijelovima i

postaviti derivabilno svojstvo raspodjele.

9. Svojstva raspodjela

Raspodjele se mogu podvrgnuti razli¢itim linearnim operacijama ¢estim kod obi¢nih funkcija.
Kao prvo, raspodjele se mogu dodavati i mnoziti s konstantama (drugim rije¢ima, linearna

kombinacija raspodjele je takoder raspodjela). Ovo proizlazi iz promatranja niza integrala

j 0O + hn(0)]g()dx

f+w[Cfn(x)]g(x)dx (C = const).

Ako su f,,(x) i h,, (x) funkcije jezgre, tada su takoder i funkcije
Sn(x) = fu(x) + hp(x)

zp(x) = Cfr(x),
funkcije jezgre.
Nadalje, nizovi s, (x) i z,, (x) moraju biti slabo konvergentni ako su i nizovi f;,,(x) i h,, (x) slabo
konvergentni. Dakle, gore navedeni nizovi integrala definiraju raspodijele
o(x) =¢) +x(x),  §(x) =Coh(x),
gdje su ¢ (x) i y(x) raspodjele koje odgovaraju f,, (x) i h, (x).
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Raspodjele se takoder mogu pomnoziti s beskona¢no derivabilnim funkcijama. Pustimo
da je h(x) beskonac¢no derivabilna funkcija te da je niz f,(x) ja slabo konvergentan.

Promatramo niz

[ meonlgtd

Funkcije y,(x) = h(x)f,,(x) su funkcije jezgre. Takoder, gore navedeni integral mora

konvergirati kako n — oo, zato $to se moze zapisati

[ hemegetax,

i g(x) = h(x)g(x) je ocito test funkcija. Dakle mozemo definirati novu raspodjelu

Y(x) = h(x)p(x)
koja odgovara nizu y,, (x).
Napomena. Nije moguce definirati umnozak dvije raspodjele u uobicajenom smislu. Razlog je
taj Sto ako formiramo niz funkcija p,(x) = f,(x)h,(x), takav niz ne moze biti slabo
konvergentan i ne odgovara definiciji raspodjele. Na primjer

fa(®) = hy(x) =

2,2

—-n°x

n
—€
Vi
Nije tesko pronaci test funkciju g(x) za koji integral

[ homeg@a

nece konvergirati [npr. g(x) = 1 za |x| < a].

Raspodjele takoder dozvoljavaju linearne transformacije nezavisne varijable, ako je
¢ (x) raspodjela, tada su ¢p(x — a) i ¢(Cx) takoder raspodjele (gdje su a i C konstante). One
su definirane nizom funkcija jezgri f,(x —a) i f,,(Cx) koji je slabo konvergentan zato Sto

vrijedi

| he-oged= [ fg6+ o

[ heogwar = [ aes (G € 2o

postosu g(x +a) i g(%) test funkcije i f,,(x) je slabo konvergentna.

Jedno od najvaznijih svojstava raspodjela je to da se mogu neograni¢en broj puta

derivirati. Derivacija raspodjele ¢(x) je povezana s nizom derivacija funkcija jezgre f,(x),
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koje slabo konvergiraju u ¢(x). Da provjerimo je li ovo moguée, primjetimo da je f, (x)

funkcija jezgre ako je i f, (x) funkcija jezgre. Nadalje, parcijalnom integracijom, dobijemo

f fa()g(@)dx = f,(x)g(x)|£3 —f fa(x)g' (x)dx = —f fa(x)g'(x)dx ,

zato §to g(x) is¢ezava izvan nekog ograni¢enog intervala. Posto je g’ (x) test funkcija (ako je i
g(x) takoder test funkcija), limes (kako n — o) s desne strane postoji. Tada limes i s lijeve
strane mora postojati. Dakle f,, (x) je slabo konvergentan za neke raspodjele koje definiramo

kao derivacije ¢ (x) i oznacavamo s ¢'(x). Raspodjele ¢ (x) i ¢'(x) su povezane formulom

| #eemi=-] segwar,

za bilo koju test funkciju g (x).

Ako je ¢(x) ekvivalent nekoj derivabilnoj funkciji f(x), tada se moze pokazati da je
¢'(x) ekvivalent f'(x). Pretpostavimo da ¢'(x) nije posvuda derivabilna. Pretpostavimo da je
f(x) kontinuirana i po djelovima glatka. Idemo istraziti u kojem smislu ¢'(x) prosiruje
definiciju derivacije f'(x) u onim to¢kama u kojima derivacija ne postoji u klasiénom pogledu.
Kao prvo ¢'(x) ne definira f'(x) u bilo kojoj to¢ci: Raspodjela nema vrijednost u toéci. Ono
Sto 1 dalje vrijedi je da raspodjela mozZe biti ekvivalent funkeiji u podrucju oko neke tocke, neka
je x = &. Ovo je pokazano na sljedeé¢i na¢in: Neka je g(x) test funkcija, razli¢ita od nule samo
u podrucju oko to¢ke &, uintervalu (¢ — e, & + e). Sada, ako za funkciju f (x) i raspodjelu ¢ (x)
vrijedi da

E+e E+e

. ¢(x)g(x)dx = . f(x)gx)dx,

za sve funkcije g(x) opisanog tipa, tada kazemo da je ¢(x) ekvivalent f(x) u okolini tocke &.
Ako je f(x) kontinuirana na intervalu (¢ — €, ¢ + €), tada mozemo konstruirati ¢ (x) koriste¢i
korolar teoremu razmazivanja.

Sada moZemo pokazati da ako su ¢ (x) i f(x) ekvivalenti u x = ¢ i ako f'(&) postoji,
da su tada ¢'(x) i f'(x) takoder ekvivalenti u x = &. Naravno ako g(x) isCezava izvan

(6§ —€&+e€) tadai g'(x) iSCezava. Za sve takve g(x) imamo,

Ete +00 +00 §+e
= | vwgma=- 97 wdx=- 90T
Medutim, isto se odnosi i na f'(x), ¢ime dobijemo
E+e E+e
. f'x)g(x)dx = : f(0)g (x)dx.
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Dakle

E+e E+e

. P'(x)g(x)dx = . f'(x)g(x)dx,

¢ime uspostavljamo jednakost izmedu ¢’ (x) i f'(x) ux = é.
Sto je s onim to¢kama & u kojima ne postoji f'(§)? Posto je f(x) po djelovima glatka,
f'(x) mora biti nekontinuirana u x = &, i mora je se mo¢i iskazati(u dovoljno maloj okolini
oko &) s
ff) =f)+hS(x—=8),  (x#%),
gdje je f(x) kontinuirana a h konstanta. Posto ¢'(x) mora pratiti f'(x) za x # &, mora biti

zadovoljena jednakost

E+e

E+e
E PET@d = 1) + RS - O,

za sve prikladne g(x). Ova jednakost jedinstveno definira ¢'(x) i izjednacava je s
nekontinuiranom funkcijom

fi(x) + hS(x = &).
Primjetimo da nema razlike kako je S(x — &) definirana u x = &, zato Sto to ne mijenja

vrijednost integrala

E+e

. [f1(x) + hS(x — §)]g(x)dx.

Iz ove analize vidimo da raspodjele mogu predstavljati nekontinuirane funkcije (barem one sa
skokovitim nekontinuiranostima).

Posto je derivacija distribucije dobro definirana bez ikakvih ograni¢enja, slijedi da se

»raspodjela s skokovitim nekontinuiranostima,* kao

¢'(x) gore, takoder moze derivirati. Neka je ¥(x)

jednaka, u okolini toc¢ke &, nekontinuiranoj funkciji tipa

I I
‘ . y(x) = u(x) +hS(x = §),
Slika 10. Skok funkcije

gdje je u(x) derivabilna na intervalu (¢ —¢€,& + €) osim u tocki x = &. Takva funkcija je
prikazana na slici 10.
Neka je 6(x — &) raspodjela koja odgovara S(x — §). Tada
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+00

f 0'(x — )g()dx = — f 6(x — £)g' (W)dx = ] S(x - 6)g' Wdx

— 00

_ L g'(dx = —g@IZ = g(©.

Iz poglavlja gdje smo pisali o slaboj konvergenciji sljedi da 8'(x — &) odgovara delta
nizu,te 8'(x — &) = 6(x — &). Iz ega sljedi da je izraz raspodjela ¢’ (x)
P'(x) =u'(x) +hé(x = $),
gdje je izraz za u'(x)
u'(x) =u,(x) + kS(x — &) (k = const.),
u; (x) je neka kontinuirana funkcija u podruéju (¢ — €, & + €).

Ova analiza postavlja pravilo: Kada je raspodjela s skokovitim nekontinuiranostima
derivirana, svaka nekontinuiranost u x = & visine h (visina skoka) daje rezultat h6(x — &) u
izrazu za derivaciju.

Posto je raspodjela derivabilna, moZe se postaviti zahtjev da zadovoljava diferencijalne
jednadzbe. Zbog linearnog Kkaraktera teorije raspodjele, diferencijalne jednadzbe koje
zadovoljavaju, po pravilu moraju biti linearne, oblika Ly = f, gdje je £ linearni diferencijalni
operator s beskonac¢no derivabilnim koeficijentima.

Pretpostavimo da je f istinska funkcija. Tada se gornja diferencijalna jednadZzba moze
gledati kao ,.klasi¢na“ diferencijalna jednadzba (za funkcije) ili kao diferencijalna jednadzba za
raspodjele. Bez da idemo u detalje, predstaviti cemo neka svojstva kada na nju gledamo kao na
diferencijalnu jednadZzbu raspodjele.

Ako diferencijalna jednadZzba nema ogranicen broj tocaka singulariteta, tada se moze
pokazati da nema drugih rjeSenja (u prostoru raspodjela) osim ,klasi¢énih rjeSenja.*
Diferencijalna jednadzba

dy_
dx

ima, u prostoru raspodjela, opcenito rjeSenje

0

y(x) = C = const.
Prisustvo singulariteta u diferencijalnoj jednadzbi moze dovesti do cudnih situacija.
Promotrimo jednadzbu

dy_

= 0;
xdx
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za x > 0, y(x) mora biti konstanta. Isto vrijedi i za za x < 0. Medutim ta konstanta ne mora
biti ista. Naravno, ,step funkcija“ raspodjele y(x) = 6(x) zadovoljava diferencijalnu
jednadzbu zato Sto je 6'(x) = 8(x) i x6(x) = 0. Do sada Sto se tice raspodjela, nasa
diferencijalna jednadzba ima 2 linearno neovisna rjeSenja, y; (x) = 1iy,(x) = 6(x), opéenito
rjeSenje je y(x) = C; + C,0(x). Diferencijalna jednadZba nema derivacije u x = 0. Takav se
nedostatak ne moze dogoditi i raspodjeli.

Primjer 2. Promatramo jednadzbu x? - —y.
dx

Ima klasi¢no rjeSenje y(x) = 0 koje je takoder raspodjela. Ima i klasi¢no rjeSenje
y(x) = Ce'’* (C # 0).
Medutim, ovo rjeSenje ne moze proéi kao raspodjela. Ne mozemo pronaci ni jedan niz funkcija
jezgre koji je ekvivalent s Ce'/* za x # 0 i koji je konvergentan. Najcesée i najvaZnije
diferencijalne jednadZzbe ovog tipa su oblika
Ly =8(x—&).

10. Redovi i nizovi raspodjela

U mnogim primjenama moramo se Koristiti s redovima raspodjela ¢,,(x) (m = 1,2,...) ili,
generalno, s raspodjelama ¢, ovisnih o parametru u. Red {¢,, (x)} raspodjela je

konvergentan ako postoji raspodjela ¢ (x) takva da vrijedi

+o0o0 +00
tim [ g = [ 9Gg@adx
ili opcenitije,
+00 + oo
tim [ gug0dx= | pg@a
~Ho J_n —0o0
za sve test funkcije g(x). Tada po definiciji piSemo,
¢(x) = lim ¢, (x)
HU=Ho
i ¢(x) zovemo limesom niza {¢,, (x)}.
Funkcije {cos mx} se takoder mogu promatrati kao raspodjele. U ovom smislu one stvaraju
konvergentan red kako m — co. Neka je g(x) proizvoljna test funkcija. Tada ona mora
iSCezavati izvan nekog intervala (a, b) i mora biti ograni¢ena unutar tog intervala:

lg(x)| < B (a < x < b).
Tada
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b

+eo b sinmx 1 (b
f cosmx - g(x)dx = f cosmx - g(x)dx = gx)| — —f sinmx - g'(x)dx.
o a m e« ml,
Sada, g(a) = g(b) = 0, dok je
b
f sinmx - g'(x)dx| < B(b — a).
a

Kako m — oo, desna se strana jednadzbe priblizava nuli. Dakle, red raspodjela {cos mx}
konvergira prema nuli. Primijetimo da red funkcija {cos mx} ne konvergira u nista; to je
divergentan red. Ovdje o¢ito imamo razli¢ite definicije konvergencije. Za nizove, ovaj je
koncept prosirenje slabe konvergencije funkcija (za razliku od konvergencije po tockama),
red funkcija {cos mx} slabo konvergira (prema nuli).

Teorem. Ako ¢(x) = ulirlr}()(pﬂ(x), tada

¢'(x) = lim ¢y, (x).
Dokaz. Sjetimo se da je
f ¢'(x)g(x)dx = —j d(x)g' (x)dx.

Dakle
+o0 oo

lim ¢, () g(x)dx = — lim ¢ (x)g' (x)dx =
H=Ho J_ U=Mo J_ o

[ dwgwar=[ ¢wgwar

time je dokaz zavrSen.

Ovo nam svojstvo raspodjela uvelike olakSava razne analiticke operacije. Takvo

sinmx

svojstvo uglavnom ne vrijedi za obi¢ne funkcije. Na primjer, red funkcije f,,(x) =
konvergira u nulu kako se m — oo,
Lim fr (x) = f(x), gdje je f(x) = 0.
Svaka funkcija f,,(x) je derivabilna, ali red derivacija, f,(x) = cosmx je divergentan.
Primijetimo kako je derivacija f(x) nula.
Konvergencija se nizova raspodjela moze definirati S konvergencijom redova

parcijalnih suma. Na primjer, dane su raspodjele ¥,(x),k =1,2,3,...), formiramo red

parcijalnih suma:

0, (%) = Z () (m=123..).
k=1

Ako ovaj red konvergira u neku raspodjelu o (x), kazemo da
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o) = limon(0) = ) ().
k=1

Takav se red moze parcijalno derivirati. Naravno iz

lim g,,(x) = o(x),
m—0oo

sljedi da je
lim o,,(x) = o' (x).
m-—oo
Medutim,
m
o) = ) (0.
k=1
Dakle

m o]
o) = lim > P00 = ) Pi@).
k=1 k=1
Zelimo pokazati da se niz Y355 . coskx, koji je U obi¢nom pogledu divergentan, moze
promatrati kao raspodjela.
Promotrimo niz Z,?=1‘3‘5‘___(k—2) coskx, ovaj nizu u obi¢nom pogledu uniformno

konvergira i predstavlja periodi¢nu funkciju

(T, <x<0
. . —_ =X )
18 "2
f(x)=4n2 X n € N.
—_——, 0<x<m,
8 4
f, x + 2nm inace
!33'*‘ ~ #(x)
- | 2 - o
— 1 |

j
l

|

1
+
]

@ ’(x) "l .

«<)

Slika 11.

Mozemo povezati f(x) s raspodjelom ¢(x) koja je jednaka f(x) (u podru¢ju oko tocke x).
Takva se raspodjela moze promatrati kao suma gore navedenih nizova unutar prostora

raspodjela.
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o)

P(x) = Z (%) cos kx.

k=1,3,5,...
Slika 11 a) predstavlja graficki ili ¢p(x) ili f(x).
Niz za ¢ (x) mozemo parcijalno derivirati i dobijemo

¢'(x) =— i (%) sin kx,

k=1,3,5,...

predstavljajuci raspodjelu
(+

¢'(x) :4 — (0<x<m),

qu’(x + 2nm) inace

NE

(—-m<x<0),

I [

pokazanu u slici 11 b).

Primijetimo da se ¢'(x) takoder podudara s f'(x). Derivirajui jo§ jednom, dobijemo

o)

¢p"(x) =— Z cos kx,
k=1,3,5,...

Sto ima smisla samo unutar okvira prostora raspodjela. Mozemo reci da

T T 3
- — < -
o0 = |G BG+m =81 (-3=x<T),
¢" (x + 2nm) inace.
Ova je raspodjela pokazana shematski na slici 11 c).

Iz ovog primjera trebalo bi biti jasno da svaki trigonometrijski niz
Qo N :
> + Z(ak cos kx + by, sin kx),
k=1

bilo konvergentan ili divergentan, mozemo promatrati kao raspodjelu ali pod uvjetom da k —
oo, a koeficijenti a, i b, ne rastu brze nego neki proizvoljan eksponent kN (gdje je N
proizvoljan, ali konstantan),

la,| < AkN |b,| < BKN (A4,B = const.).

Naravno, osim izraza a, /2, takav niz se moze dobiti deriviranjem niza

C ay by .

Z(k"’” cos kx + Nz sin kx)

k=1
N + 2 puta. Medutim, ovaj zadnji niz o¢ito konvergira u neku funkciju f(x), iz koje se tada
izvodi odgovarajuca raspodjela ¢(x). Originalni niz je tada (osim %) (N + 2) — a derivacija
d(x).
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Iz ovih razmatranja slijedi da se prakticki svaki Fourierov red, koji se pojavljuje u
fizickim primjenama, moze promatrati kao raspodjela. Od teorijskog interesa je suprotni
problem, kako prosiriti danu raspodjelu ¢ (x) u Fourierov red? Naravno, ako je ¢ (x) ekvivalent
nekoj po dijelovima glatkoj funkciji f(x), tada se ovo moze napraviti koriste¢i obi¢nu formulu

(u kompleksnoj formi): Ako je

+ 00

Fx) = Z e T (=L <x <L),

m=—oo

Tada je

1 (** i
= — L .
Cm 2Lf_L f(x)e X

Da bi smo primijenili ovaj pristup nekoj drugoj vrsti raspodjele, moramo imati na umu
da Fourierov red istinski moze predstavljati samo periodi¢ne funkcije, u tom se slucaju integral
za ¢, moze odrediti proizvoljnim intervalom duzine 2L. Dakle samo se samo periodi¢ne
raspodjele mogu prosiriti u Fourierov red. Pod takvim raspodjelama mislimo na raspodjele koje
se mogu napraviti nizom periodi¢nih funkcija jezgre, tj. Funkcije koje zadovoljavaju

fan(x) = f,(x + 2kL) k € N.
Napravimo niz integrala
1 (+L mix
Cmn = 57 f_L fn()e T dx
i potrazimo limes kako n — oo kako bi dobili c,,. Medutim, nije toliko ocito da limes postoji

¢ak i ako je {f,,(x)} slabo konvergentan. Primjetimo da su granice integracije drugacije nego

.MTTX

+ooidae” "L nije test funkcija.

integration

Ux', &

[
e Range of r
| I
| |
I I

2L X —L\ x +L + 2L
Overlap with
Ui, 8

Slika 12. Granice integracije

Ova ¢emo rijesiti na sljedeci nacin: Promatramo funkciju

u =5 [ v,
-L

gdje je
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LZ
UCx,§) = {e_'”‘("‘az' . (x—¢l <L),
0, (x—¢l>0),

X+L +L
N = fH U(x, £)dE = f_L U0, &)dz.

Test funkcija u(x) je jednaka nuli za x < —2L i za x > 2L zato §to se dijelovi gdje je U(x, &)
drugadija od nule ne poklapaju sa podruéjem itegracije (—L,L). Za —2L < x < 2L postoji
djelomi¢no preklapanje kao §to je pokazano na slici 12; iz te slike vidi se da se u(x) moze

izraCunati za 0 < x < 2L s formulom
2

1 L _ L
u(x) = —j e 2-(=82%dé (0 < x < 2L)
N x—L

iza—2L < x < 0s formulom

1 [x+L 12
w(x) = Nj e PGPl d¢ (—2L < x < 0).
-L

Funkcija u(x) je shematski prikazana na slici 13 i posjeduje vazno svojstvo u(x) +
u(x —2L) =1za0 < x < 2L. Da ovo provjerimo, neka je x' = x — 2L tako da —2L < x' <
Oi

x'+L 12

1 -
ulx") = N.I- e |L2—(x’—f)2|df_
-L

.-__.‘7

—— x

—2L -L +L +2L

Slika 13. Funkcija u(x)

Zamijenimo x’ sa x — 2L, i dobijemo

1oLl L2
u(x —2L) = Nf e 1P-(x-2L-9Ig¢,

-L
Sada mijenjamo varijablu § = &' — 2L,

1 xX+L _ L2 1 x+L _ LZ 1 L _ LZ
u=@-2) =5 f e H-G=9%dE = f e P-G=97 g¢ — 5 f e =G=9)7 (¢
x—L

L x—L
=1-u(x),

kao sto je bilo i pretpostavljeno.
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Funkcija u(x) nam dopusta da prikazemo integral
mnx

2Lf fa()e ™ T dx

u takvom obliku da se uspostavi konvergencija. Promatramo integral

1 +o00 _mnx
Z[ fnu(x)e ™ T dx

Ovaj integral mora imati limes kada n — oo ako je {f,,(x)} slabo konvergentan red, posto je

u(x)e Ve ) test funkcija. Zbog svojstava funkcije u(x), ovaj se integral moze ograniciti na

interval (—2L, +2L), i mozemo pisati

1 +2L lmnxd 1 ;max 1 r2L _iwd
S L = — L — L .
[ e = [ peoueoe e [ pcoutoe e
Sada ubacimo x = E — 2L u prvi mtegral' ako je f,, (x)periodi¢na, tada
1 iﬂ 2L _jmmrx
ol fn(x>u<x>e Pax=g [ houe - 20e Fas
Koristeéi to s druglm integralom i koriste¢i u(x — 2L) + u(x) = 1, dobijemo
1 +2L .m_n' mitx
oL fr@u(x)e ™" T j fn(x)e "L dx.
-2L

Medutim, po periodi¢nosti f,, (x), ovo je integral c,,, koji smo ranije definirali. Dakle dokazali

smo da

.MT1X
limcpy, = llm—f fa()e "L dx,
n—-oo
postoji za slabo konvergentan red periodi¢nih funkcija jezgre, i proS$irili smo definiciju

Fourierovih koeficijenata u prostor raspodjela.

11. Raspodjele u N dimenzija

Koncept raspodjele se moze prosiriti na dvije i viSe dimenzija. Samo ¢emo okvirno opisati
potrebne promjene, i ograniciti se na dvije dimenzije. Za test funkcije, treba izabrati funkcije
koje i8¢ezavaju izvan nekog kona¢nog podruéja u ravnini i imaju parcijalne derivacije svih
redova. Funkcije jezgre trebaju imati samo drugo svojstvo.

Funkcija

a?

gy)=1e @2, (rl<a),
0, (rlza),
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gdje je r% = x% + y?, je test funkcija (i funkcija jezgre takoder). Kao i jednodimenzionalni
partner, moze se opsezno koristiti u teorijskim razmatranjima. Raspodjele su definirane s

limesom

+co + oo
lim f f £1(%,9)g (6 y)dxdy.

n—oo

Delta funkcija se moze definirati nizom:
2
fulry) = S e,
T
i obi¢no se oznacava s §(r), §(x, y), ili nekada s §(x)5(y); ova je posljednja izvedba jako

korisna ako se test funkcija moze faktorizirati:

j ] 5()g:(0)g> () dxdy = j 5(x) g1 (x)dx j 5192 dy = g1(0) g2 (0).

Parcijalne derivacije raspodjele ¢(x, y) se mogu definirati na sli¢an nacin kao i za

jednu dimenziju. Vrijedi da je

+o0 400 g ) +00 400 )0 }
f f ¢g)cc y)g(x,y)dxdy _ _f ¢(x, y)dg(x,y) dxdy.

o Ox
Od velike koristi u primjeni je rezultat koristenja Laplaceovog diferencijalnog operatora
2 2
2 a_ + a_
0x?  0y?

na raspodjelu ¢ (x, y). Na primjer, moze se pokazati da je
1 1
5(r) = —EVZ log(;), r=.x%+y?

gdje se na log (%) gleda kao na raspodjelu.
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12. Zakljucak

U ovom radu smo uveli novu vrstu ,,funkcije* koja zapravo to nije. Raspodjela se moze
ponasati kao obi¢na funkcija i moze veoma dobro opisivati fizicke pojave. Mozemo je
derivirati i podvrgavati odredenim zahtjevima. Veoma je korisna primjena § — funkcije, u

rjesavanju odredenih diferencijalnih jednadzbi i promatranja fizikalnih zakona.
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